Thomas Cometx

cHAPITRE O IR

Etude globale des fonctions
continues

DEFINITIONS

Dans cette partie, f est une fonction continue sur un intervalle I.

Définition 1 | Fonction continue en un point, sur un intervalle

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Soit x € I, on dit que f est continue
en x si et seulementsilalimite de f en x existe et est égale a f (x). Si f est continue
en x pour tout x € I, on dit que f est continue sur I.

Remarque 1.1 — On peut aussi dire que f est continue sur une partie de R qui
n’est pas un intervalle (comme x — % qui est continue sur R*). Mais attention dans
ce cadre, certains théorémes de ce chapitre ne seront pas valables.

Remarque 1.2 — Pour la continuité en un point, on a parlé au chapitre précédent
de continuité a gauche et a droite. De la méme facon on pourra dire qu'une fonction
est continue a gauche ou continue a droite sur un intervalle. Cela fait parties des
propriétés intéressantes notamment en probabilités.

— Théoreme 1 | Continuité des fonctions usuelles
1. Les fonctions polynomiales sont continues sur R,
2. Les fonctions rationnelles (quotients de polynomes) sont continues sur leur

ensemble de définition,
3. Les fonctions trigonométriques (cos, sin, tan) sont continues sur leur en-
semble de définitions,
4. Il découlera du théoreme de la bijection réciproque que la fonction arctan-
gente est continue sur R,
5. Le fonction exponentielle est continue sur R,
La fonction logarithme népérien est continue sur R,
7. Les fonctions exponentielles (x — a*) (pour a > 0) sont continues sur R,
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8. Les fonctions puissances (x — x%) (pour a > 0) sont continue sur R, . En par-
ticulier les fonctions racines carrées, cubiques, etc, le sont aussi.
9. Lafonction valeur absolue est continue sur R,
10. La fonction partie entiere est continue R\R. Elle discontinue en les entiers,
mais elle reste continue a gauche sur R.

Preuve On verra dans un chapitre ultérieur qu'une fonction dérivable est
forcément continue. Cela suffit a prouver ce théoreme.

Théoreme 2 | Théorémes généraux de continuité
Les sommes, produits, quotients et composées de fonctions continues sont
continues sur leur ensemble de définition.

Preuve En utilisant les tableaux et théorémes sur les limites.

Exemple 1 — Donner I'ensemble de définitions des fonctions

f:x 2-x et g: x — exp(tan(x))
: —»ﬂ 1 X — ex .
2+Xx § P

Justifier leur continuité.

Méthode (Expliquer, démontrer, justifier la continuité d’une fonction)

On a deux cas principaux : Cas 1 : Si la fonction est définie par une formule
simple sur tout son ensemble de définition, on justifie sa continuité en invo-
quant le théoréeme sur les sommes, composées, produits, quotients de fonc-
tions continues usuelles.

Cas 2: La fonction est définie par une formule simple sauf en quelques points :
on explique par les théoréemes généraux que la fonction est continue sauf en
un nombre simple de points. Ensuite on étudie la continuité aux points com-
pliqués, comme les points de raccordement, en utilisant les théorémes du cha-
pitre précédent.

Exemple 2 — Etudier la continuité de la fonction définie sur R par
e*six>0
fx) = :
cos(x)six <0

Solution. f est continue sur | — oo, 0[ et ]0, +oo[ par continuité des fonctions cos et
exp. Il nous reste a vérifier si la fonction est continue en 0. Pour cela on calcule les
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limites de f a gauche et a droite de 0 :

lim f(x) = lim e* =e® =1 =f(0)

x—0* x—0*
et

lir{)l_f(x) = lirgl_ cos(x) = cos(0) =1 = f(0).
Comme

lim f(x) = lim f(x) = f(0),

on conclut que f est continue en 0. f est donc continue sur R entier.

Attention

Si la fonction est définie avec une formule différente a gauche et a droite d'un
point : il faut toujours vérifier la continuité en ce point. Dans I'exemple précé-
dent, la formule

f(x):{exsix>0

cos(x)six <0

ne permet pas de conclure la continuité sur R_ mais que sur R*. Ce qu’'on ob-
tient automatiquement tout de méme est la continuité sur R* a gauche. Il faut
tout de méme vérifier la continuité a droite.

— Proposition 1 | Restriction d’'une fonction continue

La restriction d'une fonction continue a un intervalle (non réduit a un point) est
continue.

— Définition 2 | Fonction continue par morceaux
On dit qu'une fonction définie sur un intervalle d’extrémités a et b (éventuelle-
ment infinis) est continue par morceaux s'il existe une subdivision a = a, < a, <
--» < a, = b telle que toutes les fonctions restreintes (pour i € [1,n —1]) f; a8y
admettent un prolongement continu a [a;, a;,].

Exemple 3 —

1. Lafonction partie entiere est continue par morceaux.
2. La fonction f définie par f(x) = 1 si x € [0,1] et 0 sinon est continue par mor-
ceaux. Celle-ci est trés importante en probabilités.
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THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES,
CONSEQUENCES

Théoreme 3 | Théoréme des Valeurs Intermédiaires (TVI)
Soit f une fonction continue sur un segment [a, b], alors pour tout y compris
entre f(a) et f(b), il existe x € [a, b] tel que f(x) = y.

Remarque 2.1 — LeTVIsereformule en disant que pour tout réel k compris entre
f(a) et f(b),'équation

f)=k

admet au moins une solution sur [a, b].

Preuve La preuve se base sur la résolution algorithmique de f(x) = k
par algorithme dit de dichotomie. C’est une compétence Python exigible au
concours.

Exercice 1 Soit f : x — x + In(x).

1. En utilisant le TVI entre i et 1. Montrer qu'il existe une solution a I’équation
fx)=0.

2. En s'inspirant de la preuve du TVI. Ecrire une fonction Python qui donne une
approximation d'une solution de I’équation.

~—— Théoréme 4 | TVI- Version intervalle
Soit f une fonction continue sur intervalle I. On note

m= inIf f(x) sifest minorée ou m = —oo sinon
X€
et

M = supf(x) sifest majorée ou m = +oo sinon.
xel

Alors tout k €]m,M[ admet au moins un antécédent par f dans I.

~—— Théoreme 5 | TVI - Version générale

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, alors f (I) est un intervalle.

Remarque 2.2 — Attention, si on n’est pas sur un segment on perd toute informa-
tion supplémentaire sur la nature de 'intervalle (ouvert, borné, semi-fermé, etc).
Par exemple :
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1. cosestdéfinie sur un intervalle ouvert non borné, alors que cos(R) est le segment
(—1,1],

2. tanrestreinte a ] — 7, 5[ est définie sur un intervalle ouvert non borné, alors que
tan(] — g, g[: R n’est ni borné ni ouvert,

3. la fonction carrée est définie sur R alors que son image R, est semi-ouverte et
bornée d'un seul coté.

Iln'y aque dansle cas d'un segment (intervalle fermé bornée) qu'on aura une conclu-
sion.

Corollaire 1
Soit f une fonction continue sur un intervalle qui ne s'annule jamais. Alors f est

strictement positive ou strictement négative.

Exemple 4 — Montrer que tout polynome de degré impair admet au moins une
racine dans R (c’est a dire que I’équation P(x) = 0 admet au moins une solution
réelle.

THEOREME DES BORNES ATTEINTES

— Théoreme 6 | Théoréme des bornes atteintes
Soit f une fonction continue sur un segment [a, b]. Alors f est bornée et atteint
ses bornes : elle admet un maximum et un minimum sur [a, b].

— Théoreme 7 | Image d’'un segment par une fonction continue
Soit f une fonction continue sur un segment|a, b], alors f([a, b]) est aussi un
segment.

Notation
On note maxg, , f et miny, ;, f le minimum et le maximum de f sur [a, b]. On
note aussi

max f(x) et min f(x).
x€la,b] x€la,b]

Avec ces notations,

f(a,b]) = xlergr})]f(x), max f(x)|.

x€la,b]
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Exemple 5 — Soit f une fonction continue sur [a, b] telle que
Vx € la,b],f(x) < x.
Montrer qu'’il existe a > 0 tel que

Vsela,bl,f(x)<x-—a.

n THEOREME DE LA BIJECTION CONTINUE

Commengons cette section par deux rappels

Proposition 2
Soit f une fonction définie sur un ensemble D. Alors pour toutes parties A et B
deDyona:

* fANB)cf(A)Nf(B),
* f(AUB)=f(A)Uf(A).

Remarque 4.1 — Dans un tableau de variation, les fleches obliquent signifient
que la fonction est continue et strictement monotone sur l'intervalle dans lequel
elles sont tracées.

Ces deux considérations, et le TVI, nous permettent de déterminer I'image d'une
fonction a I'aide de son tableau de variation. Nous reviendrons sur cette méthode
apres avoir énoncé le théoréme de la bijection.

Théoreme 8 | Théoréme de la bijection
Toute fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I définit une
bijection de I surl'intervalle f (I). Sa bijection réciproque est elle-méme continue
et ale méme sens de variation.

Remarque 4.2 — Il faut bien noter qu’il y a trois conclusions dans ce théoréme :

* fest continue
« la bijection réciproque f~! est continue
* labijectionréciproque f ! est strictement monotone du méme sens de variation

que f.
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Exemple 6 — Construction de la fonction arctangente La fonction tan est stric-
tement croissante et continue sur | — 7, 7[. D’apres le théoreme de la bijection, elle
est bijective et sa réciproque est une fonction continue et strictement croissante de
Rdans]- 3,5l

Lorsque f est strictement monotone sur un intervalle I, on peut déterminer trés
facilement f (I) : il faut regarder les bornes de I, réfléchir si la fonction va "échanger
leurs places”, se demander si I'intervalle sera ouvert ou pas et s’il s'agira de limites
(comme f est monotone, il y aura toujours des limites aux bornes!). Par exemple :

* sif est strictement croissante sur ]a, b] ou a, b sont des réels, alors on aura
fda,b]) =] ;lci—l»l}z’f(b)]

)

* si f est strictement décroissante sur [a, b], I'image de f sera

f(a, b)) =[f(D),f(a)

(on note qu'on a échangé les bornes car f est décroissante),
* sif est strictement croissante sur R, son image sera

0= im0, i o)

Il y a bien stir de nombreux autres exemples. Le plus important est de prendre son
temps et de réfléchir.

Méthode (Déterminer I'image d’une fonction a I'aide de son tableau
de variations)

Soit f une fonction continue sur D, dont on connait le tableau de variations.

Pour déterminer f(Dy) I'image de f on suit les étapes suivantes.

1. On décompose D en une union d’intervalles disjoints sur lesquels la fonc-
tion est monotone :

De=TLiuLu--uUl,

2. On détermine f(I;) al'aide du TVI et du théoréme de la bijection,
3. On conclut en calculant f (Df) al’aide de la relation

fOp=fGu--ul,)=fd)uU--Ufd,).
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Remarque 4.3 — Si Df est un intervalle et si f est une fonction continue, f (Df)
doit étre un intervalle. Sinon il n'y a pas de raison particuliére que ce soit le cas,
bien que cela arrive.

Exemple 7— Déterminons I'image de la fonction dont le tableau de variation
est
X —0o0 -5
I
0O —
f(x) /
—00

Ici Df =] —o00,—5[U] = 5,-3]U]2, +ool. Donc
fDp) =f-00,-5)Uf(-5-3DUf(2,+o0l).
Par continuité de f et par le tableau de variation
f=00,-5) =] —00,0],

f{2,+ool) =] - 10, +ool.

Donc

f(Dy) =] = 00,0[U{0}U] — 10, +oo[=R.

Le corollaire suivant donne une application fondamentale du théoreme de la bijec-
tion a la résolution d’équations.

Corollaire 2
Soit f une fonction strictement monotone sur [a, b] et soit k strictement com-
pris entre f(a) et f(b). Léquation f(x) = k admet exactement une solution.

Exemple 8 — Enfonctionde b € R, quel estlenombre de solutions del’équation

x3-3x%>+3x=0b.

Lycée Camille Vernet ECG 1 - Mathématiques approfondies



Thomas Cometx

Proposition 3
Dans un repere, les courbes représentatives d’'une bijection et de sa bijection
réciproque sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

n RETOUR SUR LES SUITES RECURRENTES

Pour rappel, il y a certaines familles de suites définies par récurrence que l'on sait
étudier en donnant une formule explicite :

1. les suites arithmétiques: u, ., = u, +r,

2. les suites géométriques : u,,,; = qu,,

3. les suites arithmético-géométriques : u,,,, = au, + b(a # 1),
4. les suites récurrentes linéaires d'ordre 2: u,,,, = au, ., + bu,,.

Dans les exercices, on aura souvent des études de suites définies par des récurrences
de la forme

Uy =ackR, etvneN, u,,,=f(u,)

ou f est une fonction de domaine Dy.

La suite est-elle bien définie? Si D, nest pas dans R, pour montrer que la suite
est bien définie il faut montrer par récurrence la proposition

VneN, u, €Dy.

Par exemple si (u,,) est définie par

upo=1vneNu, ,=+1+u,,

on montre par récurrence que pour tout n, u, = —1. Cela peut se faire soit par des
manipulations algébriques élémentaires, sont en dressant le tableau de variation de

7.

Attention

Dresser le tableau de variations de f, au moins au brouillon, sera toujours utile.
Sur la copie, il pourra méme servir de justifications a vos affirmations ulté-
rieures. Il sera souvent demandé dans le sujet.

Quelles sont les limites possibles ? Une fois cette étape passée, pour déterminer
le comportement d'une telle suite, on sera souvent amené a utiliser ce résultat.
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Proposition 4
Si (u,,) converge vers ¢ et si f est et continue en ¢, alors

0=f0).

Cela permet de trouver, si elle existe, la valeur de la limite. Cela a deux utilités :

* si on a déja prouvé que u, converge par d’autres théoremes, et qu’il existe une
unique solution de

fH=¢

pouvant étre la limite, alors on peut conclure que u,, converge vers cette valeur.

* Si ce n'est pas possible que (u,,) converge vers une telle limite (par exemple si on
ne trouve que des solutions négatifs alors que la suite est positive), ou sil’équation
n'a pas de solution, on peut déduire que la suite diverge. Attention, dans ce cas ce
n'est peut étre pas fini, il peut y avoir une limite infinie, des sous-suites a étudier...
cela dépend de l'exercice.

Dans les exercices, on vous demandera souvent de montrer que la suite converge.

Etude du caractére borné de la suite - recherche d’intervalle stable Celasera
souvent guidé en plusieurs questions, d’abord on demandera de montrer qu’elle est
bornée / majorée / minorée par exemple en demandant de montrer que

VneN,u,€la,b]
ol a et b sont fixés.

Comment faire ¢a? Dans tous les cas, on le fait par récurrence, apres il y a deux
facon:

1. soit on arrive a le faire par manipulations algébriques simples,
2. soiton utilise le tableau de variations de la fonction, en s’en servant pour montrer
que f([a, b]) c [a, b].

Vocabulaire

Si on trouve un intervalle I (pas forcément borné) tel que f(I) < I, on dit que
I est un intervalle stable par f. Méme s’il n'est pas borné, c’est tres intéressant
car il suffit que u, € I pour avoir (par récurrence)

VneN,u, el

De méme, s’il existe un rang n, ol la suite rentre dans l'intervalle, elle y reste-
ra.
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Etude de la monotonie. Sivous arrivez 2 montrer que la suite est minorée/ma-
jorée /bornée et qu'on vous demande de montrer qu’elle est convergente, c’est sou-
vent une étude de monotonie qui sera utile.

Attention

Avant toute chose et pour éviter d’écrire des grosses bétises, si vous en avez
la possibilité : calculez les premiers termes de la suite. Cela vous donnera une
intuition de la monotonie de la suite, et peut étre méne d’'un majorant, d'un
minorant, et de la limite.

Pour montrer que la suite est monotone, il y aura des méthodes classiques a es-
sayer :

1. parfois, le calcul de u,,,; — u,, permettra, combiné avec ce qui aura été fait pré-
cédemment (déterminer un intervalle I avec u,, € I pour tout n), de conclure
directement

2. parfois, I'étude du signe de g : x — f(x) — x sur [ ou I est un intervalle stable par
f suffira aussi : si g est positive alors (u,,) est croissante; si g est négative alors
(u,,) est décroissante

3. I'étude de f sur un intervalle stable I peut aussi étre suffisante car si f est crois-
sante, alors la suite sera monotone :

* si u, = u,, on montre par récurrence qu’elle est décroissante,

* si u, < u,, on montre par récurrence qu’elle est décroissante.

Attention, si f est décroissante, alors la suite ne sera pas monotone : mais si f est
décroissante, alors f o f est croissante, et alors les suites extraites (u,,,) et (¢45,,,1)
sont monotones (de monotonie inverse. Pour connaitre le sens de la monotonie
on regarde les premiers termes. On mene alors I’étude des deux suites extraites
en espérant calculer leurs limites pour conclure!

Attention

Les résultats énoncés dans cette partie ne sont pas des théoréme du cours que
I'on peut utiliser et citer directement : ce sont des méthodes qui sont utiles pour
mener a bien de nombreux exercices de concours. Ces exercices seront décom-
posés en sous question et chacune devra étre menée avec soin. Dans ce cours
on a vu la grande majorité des cas qui se présenteront a vous.
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