TD 15 - Intégrales et primitives

PREMIERS CALCULS

Exercice 1 Calculer [, V1 - x2dx.

Exercice 2 Soit f une fonction continue impaire sur R. Mon-

trer que pour tout x =0,

" Fwdr=o.

Exercice 3

Calculer les intégrales suivantes.

LI = [y 2 sin(4r)dt
2. 1, = fo 5 5. Is

3. Iy = [y 555 P+t

4. 1, = Y nde
Exercice 4
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6. I = [° ! dr

1
_ (4 __dt
[

8. I

1
_ (3 _dt
0 1+9¢2

Pour chacune des fonctions suivantes, dire sur quels inter-
valles elles admettent une primitive et en donner une.

1 i) =14 5. i(O(V1+t-3/1)

2. () == 6. fo(t) =e** dr
— 1

3. (0 e 7 0= ==

4. f,(t) =sin(4t) 8. f,(1) = 1+;t2

Exercice 5 On définit une suite réelle (u,,),, par

1 x"
u, = f dx
o 1+x
1. Montrer que la suite u,, est décroissante et minorée.

2. Montrer que pour tout 72 = 1, u,, + U, = —.
3. En déduire que u,, converge vers 0.

) 3
Exercice 6 Onposel, = [J 2zdxetl, = [ 25dx.

1. Calculer I, al’aide d'une primitive.
2. Calculer I} +L,.
3. En déduire la valeur de I,.
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INTEGRATIONS PAR PARTIES

Exercice 7 Calculer les primitives en utilisant une ou des
intégrations par parties.

L L(x) = Ftln®rdr (xeRi}. Lix) = [ Psintdt  (x€
2. L) = [Ffletdt (xe R
R)

Exercice 8 On définit

A= fx cos(t)e'dtetB = fx sin(t)e'dt.
0 0

1. ATlaide d'une intégration par parties, exprimer A en fonc-
tion de B.

2. Alaide d'une seconde intégration par parties, déterminer
les primitives de f : x — e* cos(x).

Exercice 9 On souhaite calculer l'intégrale ] =

1.2 ,—-x
Jo x“e *dx.
1. ATaide I'une intégration par parties, exprimer J en fonc-
tiondel= [ xe *dx.
2. Calculer ] al’aide d'une seconde intégration par parties.
3. En déduire I.
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CHANGEMENT DE VARIABLES

Exercice 10 Trouver des primitives des fonctions suivantes
par changement de variable. Préciser l'intervalle.

1. fl(x):%(avecx:%), 3. (X) = grmans (avec
2. hx) = eVE (avec u = s =x%), _
eV), 4. f,0) = i) (avec y =
cos(1)).

Exercice 11 Calculer les intégrales suivantes par change-
ment de variable.

. JyFcos(4t + m)de
12 e—x+2dx

2 sin(x)
. f_z = dx
Fetrdr.

n SOMMES DE RIEMMANN

Exercice 12 Montrer que les suites suivantes sont conver-
gentes et déterminer leur limite.
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_\n 1
Lou,= Z:k=1 k+n’

2. v, =n"2 Yo VK,

POUR ALLER PLUS LOIN

Exercice 13 [Lemme de Riemmann-Lebesgue]

Soit f € €' ([a, b]) . Montrer que

b b
lim sin(nt)f(t)dt =0et nl_l)IP f cos(nt)f(t)dt =0.

n—+oo Jg, a

Exercice 14 [Intégrales de Wallis]

Pour tout entier n on définit 'intégrale de Wallis
ni2
I,= f sin(x)"dx.
0

1. Calculer I, et1,.

2. Soit n = 2. On écrit sin(x)" = u(x)v'(x) avec u(x) =
sin(x)"! et v'(x) = sin(x). A l'aide d’une intégration par
parties et de la relation cos(x)? +sin(x)? = 1, montrer que
I,=m-1)d,_,-1,).

3. ExprimerI, enfonctiondel,,_,.

4. En déduire la valeur de I,, pour tout n € N.
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Exercice 15 Soit A > 0 et f une fonction continue impaire
définie sur [-A,A]. Montrer que

A
f fx)dx =0.
-A

Exercice 16 Pour tout p, g € N* on définit

1
- P(1— x4
Lyqg= fo xP(1-x)9dx.
1. Pour p, g > 0, trouver une formule reliant [, p et1,,; ,_;.
2. Quevautl,, ,o?

3. En déduire une expression pour [, ..

Exercice 17 On définit, pour tout entiers positifs p et g la
fonction

fp,q :x€]0,1] — tPIn()9.

1. Montrer que f se prolonge par continuité en une fonction
continue sur [0, 1]. On note toujours f,, , la fonction pro-
longée.

Onnotel, , = [} f, ,(t)dt. Exprimer
Lq

3. En déduire une formule reliant I, , =1
4. En déduire lavaleurdel, ,.

N

p,q+1 €n fonction de

p+q,0°
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