TD 25 - Variables aléatoires discretes

Exercice 1 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N*

telle que pour tout n e N*,P(X =n) = n(:+1)'

1. Déterminer la valeur de a.
2. Quelle est la probabilité de I'événement "X prend une va-
leur impaire” ?

Exercice 2

1. Rappeler pourquoi les séries de termes général u, =
5, Uy = 13 €t w,, = J7 sont convergentes. On note respec-
tivement U,V et W leurs sommes.

2. Construire variables aléatoires X,Y,Z a valeurs dans N*
pour lesquelles P({X = n}), P({Y = n}) et P({Z = n}) est
respectivement proportionnelle a u,,, v, w,,.

. Cesvariables aléatoires admettent-elles une espérance? Une

variance?

Exercice 3 Soit (X,,) une suite de variables aléatoires dis-
cretes sur un méme espace et N une variable aléatoire a va-
leur dans N. Montrer que Y définie par

Yw € Q,Y((D) = XN((x))
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est une variable aléatoire discréete.

Exercice 4 Onréalisel'expérience suivante : onlance un des
deux fois, et si le deuxieme lancer est strictement supérieur
au premier, on arréte de lancer. Sinon, on recommence. Soit
X la variable aléatoire qui compte le nombre de lancers.

1. Montrer que X(Q) ={2n,n e N*}.

2. Déterminer la loi de X.

3. Montrer que X admet une espérance et une variance
qu'on déterminera.

4. Montrer que X = 2Y ou Y suit une loi géométrique de pa-
rametre a déterminer. Retrouver tous les résultats précé-
dents.

Exercice 5 Une urne contient 2 boules blanches et n — 2
boules rouges. On effectue des tirages sans remise de cette
urne. On appelle X le rang de sortie de la premiere boule
blanche, Y le nombre de boules rouges restants a ce mo-
ment dans 'urne, et Z le rang de sortie de la deuxieme boule
blanche.

1. Déterminer la loi de X. Quelle est son espérance?
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2. Exprimer Y en fonction de X et calculer E(Y).
3. Trouver un lien entre Z et X et en déduire la loi de Z.

Exercice 6 On lance une piece une infinité de fois. On note
X le nombre de lancers nécessaires pour obtenir deuxlancers
consécutifs identiques.

1. Montrer que X est une variable aléatoire discrete. (On
montrera que presque slirement, la réalisation de deux
lancers consécutifs se produit).

2. Déterminer la loi de X.

. X admet-elle une espérance? Si oui, la calculer.

4. Reconnaitre la loi de X — 1. Retrouver les résultats de la
question précédente.

w

Exercice 7 SoitX,Y deuxvariables aléatoires indépendantes
qui suivent respectivement des lois géométriques de para-
metres p €]0,1[ et g €]0, 1[. Déterminer la probabilité que la
matrice

X 1
soit inversible.

Exercice 8 Soit ¢ > 0 et X une variable aléatoire a valeurs
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dans N définie par

n

Vn EN,P(X: n) = W

1. Vérifier que X est une variable aléatoire.
2. Montrer que X admet une espérance et la calculer.
3. Déterminer la fonction de répartition de X.

Exercice 9 Soit X une variable aléatoire qui suit une loi géo-
métrique de parametre p. Montrer que pour tout n, p dans
N*,

PX>n+p|X>n)=PX>p).
Exercice 10 Soit X qui suit une loi de Poisson de parameétre

A >0.0n pose Y = 1. Montrer que Y admet une espérance
et la calculer.

Exercice 11 Soit X qui suit une loi de Poisson de parametre
A > 0. Quelle est la probabilité que X soit pair. On pourra ex-
primer e’ + e~ comme lasomme d’une série convergente.

Exercice 12 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.
Montrer que X admet une espérance finie si et seulement si
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la série }_ P(X > n) converge et qu’alors 3. Montrer que P(R = 0) = 1 (R=1) q
1+

+q?’ T 1vq+q?
+00 2
E(X)= ) P(X>n). etPR=2)= —T
n=0 1+q+q?

4. Vérifier que les variables Q et R sont indépendantes.

Exercice 13 (Edhec 2023.) On effectue des lancers d’'une 5. Simula.tion des Variab}es X,Q e.t R. ) )
piece donnant “pile” avec la probabilité p €]0,1[ et “face” a) Expliquer pourquoi la fonction suivante renvoie la va-
avec la probabilité g = 1 - p leur prise par X lors de l'expérience décrite en début

d’exercice.
Pour tout k de N, on note F; I'’évenement obtenir “face” au
k-ieme lancer et on pose P, = F,. def simulX(p):
On note X la variable aléatoire égale au nombre de “face” ob- X=rd.geometric(p) - 1
tenus avant le premier “pile”. return X

1.a) Utiliser les événements F, et P, pour déterminerlaloi b) Compléter la fonction Python suivante afin qu’elle ren-
de X que I'on note désormais BN(p). voie les valeurs prises respectivement par X, Q et R.
b) Calculer I'espérance et la variance de X.

2. Selon le principe de la division euclidienne dans N, on ad-
met qu’il existe deux variables aléatoires Q et R définies sur
le méme espace probabilisé que X et telles que X = 3Q +R,
avec Q(QQ) =NetR(Q)=1{0,1,2}.

Par exemple, si X prend la valeur 5, alors Q prend la valeur
1 et R prend la valeur 2.

a) Ecrire, pour tout entier naturel k, I'événement (Q=k)a Exercice 14 Soit (X,,) une suite de variable aléatoires sui-

l'aide de.la variable X _ , vant chacune une loi binomiale B(#, %). Soit Y une variable
b) En déduire que Q suitlaloi BN(1-g°). aléatoire qui suite une loi de Poisson de parameétre A.

def div(p):
X=simulX(p)
R=-——-
return (X,Q,R)
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1.

2.

Montrer que pour tout k € [0, n],
P = i x\n
PX,=k)=—|[]1-=]|[1-=] .
(X =) k'(g n)( n)

Montrer que pour tout k € N,

lim P(X, = k) =P(Y = k).

Exercice 15 (Loi binomiale négative) On considére
une suite (B,,) d’épreuves de Bernoulli indépendantes d'un
méme parametre p €]0,1[. Soit X,, la variable aléatoire qui
compte le rang du n-ieme succes.

1.
. Déterminer X,,(Q).

Reconnaitre la loi de X .

Soit n € N* et k € X,,(Q). Soit C;._; ,,_; 'événement "ob-
tenir au moins k — 1 succes en n épreuves. Montrer que
P(Sn = k) = P(Bn) x P(Ck—l,n—l)-

. Montrer que

k-1
Vk=nPX,=k)= (n ~ 1)p”(l —p)kn.,

. En déduire que

(k-1 n k-n _
‘v’xe](),l[,kgn(n 1)’9 =Py =G

Montrer que X,, admet une espérance que 'on calculera.
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