TD SUITES EDHEC # I

Les exercices suivants sont des exercices sur les suites, abordables en premiere année,
issus du concours EDHEC. A terme, il faut les connaitre comme votre poche. Les exer-
cices sont adaptés :

e pour remplacer Scilab par Python
e pour étre abordables dés a présent

Exercice 1 [EDHEC S 2021]

1. Question préliminaire : on considére une suite (a,,) oy Croissante et de limite £ et on
pose, pour tout n de N* :

bn == Z a

N k=0

a) Etablir, pour tout entier naturel n non nul, I'inégalité b, < a,,, puis étudier la
monotonie de la suite (b,,) ,en+ -

b) Montrer que la suite (b,,),,n+ converge vers un réel ¢ qui vérifie ¢’ < ¢.

c¢) Etablir, pour tout entier naturel n non nul, I'inégalité suivante :

b, +a
bznz n n

d) En déduire que nleroo b, = nlirpoo a,.

On se propose maintenant d’étudier la suite (u,,),,cn, définie par la donnée de u, = 1 et
par la relation, valable pour tout entier naturel 7 :

— /4,2
Upy = un+un

Pour tout entier naturel 7 non nul, on pose S,, = ZZ:(l) Up.
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2. a) Montrer que pour tout entier naturel n, u,, est bien défini et supérieur ou égal a
1
b) Etudier les variations de la suite (u,,), puis établir que la suite (u,,) diverge et
donner sa limite.
¢) Compléterle script Python suivant afin qu’il permette de déterminer et d’afficher
la plus petite valeur de n pour laquelle on a S,, > 1000.

1 n=1

2 u=1

3 S=1

4 while S <= 1000:

5 u=_______
6 S=_______
7 n=n+1

8 print(_____ )

3. Recherche d'un équivalent de u,,.
) 1
a) Montrer que ngg_lw(un+1 —u,) = >
b) Etudier les variations de la fonction f définie sur [1, +oo[ par f(x) = VX2 + x — X,

puis en déduire que la suite (u,,,; — u,) . €st croissante.

- . . . . n
c) Utiliser la premieére question pour établir que : u,, foliee
(e 0]

4. a) Exprimer S,, en fonction de u,, puis en déduire un équivalent de S,, pour n au
voisinage de +oo. (C’est a dire trouver une suite v,, explicite avec

lim =2 =1.
l}n

b) Compléter le script Python suivant afin qu'’il fasse le méme travail que celui de
la question 2c) sans calculer S,, :

1 n=1
2 u=1

3 while u <=

4 u=________
5 n=+1
6 print(_____ )
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Exercice 2 [EDHEC S 2017]

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1. On considere la fonction f,, définie par :

Vxel0,1], f,(x) = ) x¥
k=1

1. a)
b)

Ecrire une fonction Python f , qui prend en entrée x et n et renvoie f,,(x).
Transformer, pour x # 1, 'expression de f,, (x) puis en déduire une deuxieme
facon de déclarer £ , en complétant la déclaration suivante ol la fonction est
toujours nommeée £ .

def f(x,n):
if x==1 then:
Yy o~
else:
Vo
return( )

2. Montrer quel’équation f,,(x) = 1, d’'inconnue x € [0, 1], posséde une unique solution
«,, dans [0, 1].

3. a)
b)
4, a)
b)
c)

Montrer que f,,,;(a,,) = 1 et en déduire que la suite (a,,) ,,cn+ €St décroissante.
En déduire que la suite (a,,) ,en+ €St convergente.
Déterminer o, puis vérifier que 0 < o, < 1.

Utiliser les variations de la suite (,,) ,cn+ pour établir que lim o”*! = 0.
n—+oo
_1

En déduire que hm a, =3

5. On suppose que f, a ete declaree (cf question 1). On considere les commandes sup-
plémentaires suivantes :

1 def fonction(n):

x=0
while f(x,n)<1:
x =+ 0.001

return(x)

Quel est le lien entre la fonction codée et a,, ?
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Exercice 3 [EDHEC S 2016]

On considere la fonction f définie sur R} par: Vx e R}, f(x) = ex:
On considere également la suite (u,,),.y définie par 1, = 1 et par la relation u,,,, =
f(u,,), valable pour tout entier naturel n.

1. a) Dresser le tableau de variation de f, limites comprises.
b) Vérifier que chaque terme de la sutie (u,,),,cy est parfaitement défini et stricte-
ment positif.
2. Les scripts suivants renvoient, pour celui de gauche, la valeur 5, et celui de droite, la
valeur 6. Que sait-on de u5 et ug ? Quelle conjecture peut-on émettre sur le compor-
tement de la suite (u¢,,) ,en ?

1 u=1

2 n=0

3 while u>0.00001:

4 u = exp(-u)/u
5 n=n+1

6 print(n)

1 u=1

2 n=0

3 while u<100000:

4 u = exp(-u)/u
5 n=n+1

6 print(n)

3. a) Etudier les variations de la fonction g définie sur R, par:

x__xz

VxeR,, gx)=e"
b) En déduire que I'équation f(x) = x, d'inconnue x, possede une seule solution,
que 'on notera a, sur R7.
c¢) Montrer que 1 <a<1.
4. a) Etablirles deux inégalités : u, > u, et uy < u,.
b) En déduire les variations des suites (i5,,) ,en €t (Uap41) nen-
(fefilx) ,six>0
0 ,8ix =0
a) Déterminer h(x) pour tout réel x strictement positif et vérifier que & est continue
en 0.

5. On pose: h(x) = {
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b) Résoudre I'équation h(x) = x, d'inconnue x élément de R, .

¢) En déduire la limite de la suite (t45,,,1) en-

d) Montrer par I'absurde que la suite (u,,,) <y diverge puis donner lirP Uy,,.
n—+oo
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