pv# 21

Devoir a rendre le lundi 19 septembre.

EXERCICES

Exercice 1 Soit (u,,) la suite définie par u, =0, u; =1 et
VneN,u,,, =5u,,, —6u,.
Montrer par récurrence que pour tout entier n,

u, =3"-2"

Exercice 2 Montrer que
Vn eN,nestpair < n? est pair.

On pourra raisonner par double implication, et utiliser un raisonnement par contrapo-
sée pour le sens difficile.

Exercice 3 Montrer par analyse synthese que toute fonction réelle (définie sur R) se
décompose de facon unique comme la somme d'une fonction impaire et d'une fonction
paire.

Exercice 4 Les assertions suivantes sont-elles vraies? Justifier. On pourra s’aider de ce
qui a été fait DM1. S’il y a des questions que vous avez déja faites au DM1, ce n'est pas
la peine de les refaire.

. VxeRx>2>x=4,

. AxeR,, x</x,

V() € RV=112, x # x' = X ¢ 221
. YNeN*,IneN*,2" =N.

B w N -

Exercice 5 Résoudre les équations suivantes, d'inconnue x € R. Les réels m et A sont
constantes qui pourront nous servir a faire des disjonctions de cas.

1. A-Dx?=2x+1,
2. cos(m)?x? +2sin(m)x—1=0.
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CORRECTION

Exercice 1. On raisonne par récurrence double pour démontrer pour tout n la pro-
priété

P(n):u, =3" 2"
Initialisation (double). P(0) est vraie car 3° —2° = 1 -1 = 0 = u,. P(1) est vraie car
3-2=1=u,.

Hérédité. Soit n € N. On suppose que P(n) et P(n+ 1) sont vraies. Prouvons P(n +2). Par
hypothése de récurrence,

Upyp = OUpy —3Uy,
— 5(3n+1 _ 2n+l) _ 6(3!1 _ 21’1)
=15%x3"-10x2" -6 x3" +6 x 2"

=9 x 3" —4 x 2" en regroupant les termes
— 3]’1+2 _ 2n+2

Ce qui démontre P(n + 2) et donc I’hérédité.
Conclusion. Par principe de récurrence double, on a montré que

VneN,u,=3"-2".

Exercice 2. Onraisonne par double implication.

Sens direct. Supposons 7 pair, alors il existe un entier k tel que n = 2k. Donc n® = 4k? =
2 x 2k?, ce qui prouve que n? est pair.

Sens réciproque. On le démontre par contraposée, c’est a dire qu'on montre que
n impair = n? impair.

Soit n un entier impair, alors il existe un entier k tel que n =2k + 1, donc
n® =4k* +4k+1=22k* +2k) + 1.

Ce qui prouve que n? est impair.

Par double implication, on a montré I’équivalence.
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Exercice 3. Soit f une fonction réelle définie sur R.

Analyse. Supposons que f s’écrive f = p+1i ol p est une fonction paire et i une fonction
impair. Alors

VxeR, f(—x) = p(—x)+i(—x) = p(x) —i(x).

Deéslors f(x)+f(—x) =2p(x) donc p(x) = w Demémeen calculant f (x)—f(-x) =

2i(x) on obtient i(x) = ]w

Synthese. On vérifie que les fonctions p et i ainsi définies sont respectivement paires
et impaires.

f=x)+f(x) _

VxeR p(—x) =
b p(=x) 2

p(x).
Ainsi p est paire. De méme

fEO-f) _ fO-f=x) _

VxeR i(—x) =
2 2

—i(x)
donc i est impaire.

On conclut que toute fonction réelle f se décompose de facon unique comme somme
d’'un fonction paire et d'une fonction impaire.

Exercice 4.

1. C’est faux. Il suffit de prendre 3 comme contre exemple.

2. Clest vrai, il suffit de prendre % comme exemple (ou tout réel strictement compris
entre 0 et 1.)

3. C’estvrai. Démontronsla contraposée. Il suffit de fixer (x, x) quelconques dans (R\{—1)?

!
et de montrer que £ = £ = x = x'. Fixons les. Alors,

x-1 x!-
x+DE'-1)=x-1D&"+Ddoncxx’' —x+x'—1=xx"-x"+x-1
donc—x+x'=-x"+x
donc2x = 2x'
doncx = x'.
Ce qui conclut la démonstration.
4. C’estvrai. On peut raisonner par analyse.

In(\N)
= .
In(2)

2"=2N < n=nln@2)=InN) < n

In(N)
In(2)

Il suffit de prendre n = | | +1 ou toute valeur de n au dessus.
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Exercice 5.

1. On traite par disjonction de cas selonsiA =1 ouA # 1.
a) siA =1,1'équation devient 2x + 1 = 0 qui a pour unique solution x = —1/2.
b) sinon, c’est un trindme du second degré de discriminant A =4 + 4(A — 1) = 4A.
On a une nouvelle disjonction de cas :
-si A <0, on n’a aucune solution. -si A = 0, on a une unique solution x = —1 si
A > 0 (mais différent de 1), on a deux solutions

C2-2yA _1-VA 1+v/A

= = t = .
MNTO0-D T Aol M T4

2. Ladisjonction de cas se fait d’abord sur la valeur de cos(m). Si cos(m) = 0, autrement
ditsi = 7 + km pour un certain entier k, alors c’est une équation du premier degré qui
a pour solution

1
X=—————.
2sin(m)

ou sin(m) = +1 ou —1 selon la valeur de 'entier k.
Sinon, c’est une équation du second degré de discriminant A =4 sin?(x) +4 cos?(x) =
4 > 0. Donc I'’équation a deux solutions

—-2sin(m)+2 -—sin(m)+1 —sin(m) -1
xl = = x2 -

2cos(m)2  cos(m)? cos(m)?
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