DEVOIR SURVEILLE # DN

Date : 22 mars 2023

Baréme indicatif : 8-8-7-7

“ EXERCICES

Exercice 1 Dans chacun des cas, donner un équivalent de u,,.

1. un:sin(%)sin( Ly

; In(n)
_ l—e?
2. u, = T—cos(D)’
_ 4 \5
3. Uy =(1+-2=)° -1,

Exercice 2 Apres avoir prouvé sa convergence, calculer la somme (on se raménera a
une somme usuelle)

+00 3"
nX::O (n+1!

Exercice 3 Montrer que I'ensemble des suites
n
E=4q(u,), € RN, la série Z |u; | converge
k=0

est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites réelles R".

Exercice 4 On note

n
H,=)
k=1

| =

1. D’apres le cours, quelle est la limite de H,, ?
On souhaite démontrer ce résultat.

2. Montrer que H,, est croissante.

Montrer que pour tout n € N*, H,,, —H,, = %

4. Démontrer le résultat énoncé question 1).

o
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Exercice 5 Déterminer une base de

X+y+z+t=0

€ My, (R),
h {y+z+t=0.

@9l
Il
~ N < =

Quelle est la dimension de E?

“ ETUDE DE DEUX SUITES COUPLEES

Soit (u,,) et (v,) deux suites réelles définie par leurs premiers termes i, et y, et par les
relations de récurrence

u =—U,+v
VHEN,{ n+l_ n n
V,4 =4u, +2v,

. . . N u
On souhaite étudier les deux suites en méme temps. Pour cela on pose X, = ( U").

1. SoitA = (_4 ;) Montrer que pour tout n € N,
Xn+1 = AXn'

2. Montrer que pour tout n € N, X,, = A"X,,.

3. Soit A € R. Montrer que la matrice A — Al, est non inversible si et seulement si A est
racine du polynéme C(x) = x* — x — 6.

4. Pour chacune des racines A de C(x), déterminer une base de

w={fevmanwnf)-

4 1

6. Montrer que P~'AP = D ol1 D est une matrice diagonale a déterminer. (Indication :
on doit retrouver les racines de C(x) dans la matrice).

7. Montrer que pour tout € N,A” = PD"P1,

En déduire une formule pour A”.

9. En déduire une formule pour v, et u,, en fonction de u,, y, et n.

1 . . . .
5. On pose P = ( ) Justifier que P est inversible et donner son inverse.

®

ECG 1 - Mathématiques approfondies Lycée Camille Vernet



MATRICES SYMETRIQUES ET ANTISYMETRIQUES

Soit n € N*. On rappelle qu'une matrice M € M,,(R) est dite symétrique si ‘M = M et
antisymétrique si ‘M = —M. On note S,, 'ensemble des matrices symétriques de M,, (R)
et A,, I'ensemble des matrices antisymétriques de M,, (R).

1. Montrer que S,, est un sous-espace vectoriel de M, (R). On admet que A,, en est aussi

un.
a b c

2. Dans cette question, 7 = 3. On note M = (d e f ) un élément de M3 (R).
g h i
a) Montrer que

b =d
MeS; < {c¢c =g.
fo=h

b) Endéduire une base de S; et donner sa dimension. On note cette base (M, ..., M,).
¢) Montrer que

b =-d
MeA; &< ¢ =—g.

f = —h

a=e =1 =

d) Endéduire unebase de A; et donner sa dimension. On note cette base (N, ..., N;).
e) Montrer que (M,,...,My4,Nj,...N) est une base de M;(R).
3. a) Montrer que
MeS, < VY(i,j)€ll,...,n}? sii+jalors a;;=aj;.
b) En déduire une base de S,,. Montrer que dimS,, = % On note cette base
My, ..., Mp).
c) De la méme facon, déterminer une base de A,, et montrer que dim$§,, = %

On note cette base (N}, ..., Ng).
d) Montrer que (M, ...,My4,Ny,...N,) est une base de M, (R).
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“ POLYNOMES INTERPOLATEURS DE LAGRANGE

Soient (ay, ...,a,) € R"" des réels distincts et (b, ..., b,) € R"*! des réels. Pour tout

k € [0, n] on définit la fonction L par

o

L
L) = ] -~
i=0,ixk Ak — 4;
. Dans cette question uniquement, onpose n =2, a, =0,a, = 1 eta, = 2. Déterminer
Ly, L, etL,.

. Justifier pour tout k € {0, ..., n},L; € R, [x] et que degL;. = n.

Montrer que pour tout (k, ) € [0, n]?,

L(a)= 1 sik=j
K 0 sinon

Montrer que (L, ... L,,) est une famille libre de R, [x].
Montrer que (L, ...L,) est une base de R,, [x].

. Montrer que pour tout polynéme P € R, [x],

P(x) = Y P(ap)Li(x).
k=0

Soient (b, ..., b,) € R™*!. Montrer qu’il existe un unique polyndéme P € R, [x] tel que
pour tout i € [0, n], P(a;) = b; et donner son expression.
Dans cette question, on fixe r € R et on suppose que pour tout i € [0, r]

a;=ieth;=r'.

Montrer que P(x) = Y7, r'L;(x). Calculer P(n + 1).
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