DEVOIR SURVEILLE # 21

Date : 9 novembre 2023
Durée: 4h
Baréme indicatif :

e Calcul de sommes: 5 pts
» Exercices:16pts(2+2+2+3+2+3+2)
e Probléme: 9 pts

La rédaction et la présentation de la copie seront largement pris en compte dans la no-
tation.

CALCUL DE SOMMES

Calculer les sommes suivantes.

1.
k=0
2. "
Y (n—-k)?+k.
k=0
3.

1 1

)3

o (k+1D(k+3)

On pourra chercher des réels a et b tels que pour tout k € N,

1 _a N b
(k+1D(k+3) k+1 k+3°
4, i .
1—-—
-z
5.

ol x > 0 est un réel fixé.
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EXERCICES

Exercice 1 On définit une fonction f par

x—-2
(x)=In (—) .
f -
Déterminer le domaine de définition de f.
. Dresser le tableau de variations de f.
3. Montrer que f réalise une bijection de son ensemble de définition vers un R. On dé-
terminera 'expression de la bijection réciproque.

N o=

Exercice 2 Résoudre I’équation suivante dans R:

tan(2x —2) = /3.

Exercice 3 Soit A I'ensemble défini par

A:{(—l)”+ ,neN}.

l1+n

Montrer que A est borné. Déterminer infA et supA.

Exercice 4 Soit x € Run réel qui n'est pas de la forme 2k avec k € Z.

1. Montrer que pour tout j € N,

sin

'x+x) sin|jx x) Zsin(x)cos(jx)
—|—si -—|= — .
Y 2 / 2 2

2. En déduire la valeur de la somme

)" cos(jx).
=0

Exercice 5 Soit x € R. On souhaite calculer, pour tout n € N, le produit
n
P, (x) = [] cos(2¥x).
k=0

1. Calculer sin(x)Py(x), sin(x)P; (x), sin(x)P, (x).
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2. Montrer que pour tout n € N,

sin(2"*1x)

sin(x)P,,(x) = Y

3. Conclure.

Exercice 6 Soit f la fonction définie sur Z par

2n sin=0

f(n)z{

-2n-1 sin<O.

1. Vérifier que f est a valeur dans N.
2. Montrer que f est injective.
3. Montrer que f : Z — N est bijective.

Exercice 7

On rappelle que pour tout n € N*,j € N*,

n n-1 n-1
= + .
(-G
1. Montrer que pour tout n € N*,

n+l (_1)k+1 n 1
L% (k - 1) -

&= n+1

2. Montrer par récurrence que pour tout 7 € N*

PROBLEME

Soit a € R, (on prend a # 1). On définit la suite (u,,) par
1 a
uozletVnel\I,unH:z u”+u_n .

1. Montrer que la suite est bien définie pour tout n € N.
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N e

. Si (u,,) converge, montrer que ¢ = \/E. On pourra utiliser, sans démonstration sup-

plémentaire, que si (u,) converge vers ¢ alors (u,,,,) aussi.
Réaliser I’étude de la fonction

f:x€]0,+oo[ L ( + a)
:x €]0,+oo[— =[x+ —].
2 X
On prendra soin de réaliser un tableau de variations qui pourra étre trées utile pour la
suite.
Montrer que pour tout n = 1, u,, > \/E.
Montrer que la suite (u,,) est décroissante a partir du rang 1
En déduire que (u,,) converge vers ¢.
Montrer que pour tout 7z € N,
1 (u, —/a)?
Upy —Va=5————.

2 Uy

. Apartir de cette question, on suppose que a > 1 quela valeur v, vérifie. | 1, — \/E | <1.

Montrer par récurrence que

1
22m-1 .

vneN,lu,-al <

Soit € > 0. Pour obtenir |u,, — \/E | <€, quelle valeur de n peut-on choisir?
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