Thomas Cometx

cHAPITRE 14 IR

Intégrales et primitives

PRIMITIVES (RAPPELS)

— Définition 1 | Primitive

Soit f une fonction continue (ou continue par morceaux) sur un intervalle [a, b].
Une primitive de f est une fonction dérivable sur [a, b] vérifiant

Vx € [a, b],F (x) = f(x).

— Théoréme 1
Soit f une fonction continue sur [a, b] et F; une primitive de f/
1. Soit F, une primitive de f. Alors F; — F, est une fonction constante.
2. Toute fonction de la forme F5 = F; + ¢, avec ¢ € R, est une primitive de f.

Il faut connaitre les primitives usuelles :

Dy fx) F(x)
R 0 ceR
R exp(x) exp(x) +c¢
10, +oo[ ou ] — 00,0 < In(|x]) +c
n+1
R x" pourneN _ g te
] —00,0[0ul0,+00[ | x™" =L pourneN,n>1 | —+c= (:F+})x,,_1+c
10, +oo x*poura € R =
1
10, +ool 7 2\/x+c
R cos(x) sin(x) + ¢
sin(x) —cos(x)+c
R\(Z +kn, k€Z} o = 1 +tan(x)® tan(x) + ¢
R L arctan(x) + ¢
1+x

La dérivation des fonctions composées nous permet aussi de retrouver un certain
nombres de primitives. Le but est de reconnaitre les formes v’ x g’ o u qui se primi-
tiventen g o u.
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Condition f F
u' e e +c
2
u xu “+c
' n N un+1
u'u p01’1rn€ T t¢
u+0 ”7 In(lul)+c¢
u+0 Wu"=YpourneN,n>1| ‘o 4 ¢ = 1 +c
= uP ’ —n+l ~ (=n+Dun1
u' cos(u) sin(u) + ¢
u' sin(u) —cos(u) +c¢
T
u#kn+l,keZ u' (1 +tan(w)?) OU it tan(u) + ¢
T
u
Gz arctan(u) + ¢
Exemple 1 — Trouver les primitives des fonctions suivantes en précisant les in-
tervalles de travail :
2
. — X
1. f:x 1+.x? |
. — SIn(x
2. g cos(x)3
3. h X — W
— X7O
ST
. — X
5. w:ix x2+18x+6
6. vix— x2-3x+2

Exemple 2 — Siu estune fonction positive, alors une primitive de L st 2
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INTEGRALE D’'UNE FONCTION CONTINUE ET POSITIVE SUR
UN INTERVALLE

Dans cette partie, f est une fonction a valeurs positives continue sur I'intervalle
[a, b]. On rappelle que le plan est muni d'un repere orthogonal (O,1(1;0),J(0; 1)).

Aire sous la courbe représentative de la fonction f

— Définition 2

e L'unité d’aire, notée u.a. est I'aire du rectangle OIJK ou K(1;1).

* Le domaine situé sous la courbe ¥ estla partie du plan délimitée par €, I'axe
des abscisses, et les droites d’équation x = a et x = b.

* Lintégrale de la fonction f entre a et b est I'aire «f du domaine situé sous la
courbe représentative de f, €, dans un repére orthogonal. Elle s’exprime en

u.a. et on la note fubf(x) dx.

Remarque 2.1 — La variable d’intégration est dite muette, exactement comme
les indices de sommation. Ainsi on pourra noter

fabf(x)dx=fabf(t)dt=fubf(u)du.
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Remarque 2.2 — On a une relation de Chasles : si f est une fonction continue
sur [a, bl et m€la, b,

fubf(x)dx:famf(x)dx+fr:f(x)dx.

Remarque 2.3 — Si b = a, on regarde "l'aire d'un segment”, ainsi

fuf(x)dx:O.

Exemple 3 — Calculde [* 3dx Onseramene au calcul de l'aire d’une figure connue.

Laire a déterminer est 'aire sous la courbe d’équation y = 3. C’est'aire du domaine
délimité par les droites horizontales d’équations y = 0 et y = 3, et les droites verti-
cales d’équation x = 1 et x = 4. On calcule alors I'aire d'un carré de coté de longueur
3. Son aire est donc 3% = 9 unités d’aire.

Exemple 4 — Calcul [* = dx
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Ny

)

1 O] [(10)

L'aire a déterminer et l'aire du domaine encadré par la droite d’équation y = '“T*“

et les droites verticales d’équation x = —1 et x = 2. Tracons la droite oblique : pour
x = —1, on obtient y = 5 et pour x = 2 on obtient y = 1. Laire a calculer est celle
du trapeze ABCD de sommets A(—1;0), B(—1;5), C(2;1) et D(2;0). Laire du trapeze
est donnée par «/ (ABCD) = btbs o b, et b, sont respectivement les longueurs des

h
petites et grandes bases, et ou & est la hauteur du trapéze. Ici

2 _4x+11 541
f —x3 dx = of (ABCD) = —— = 2.
-1

Expression d’une primitive a partir d’une intégrale

Théoréeme 2
La fonction F, : x — [ f(t)dt est 'unique primitive de f sur I'intervalle [a, b]
telle que F,(a) = 0.

Preuve [Dans le cas ou1 f est croissante] Toutes les primitives de f dif-
ferent d’'une constante réelle k. Il existe donc une unique primitive de f qui
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s'annule en a. De plus, F,(a) = [ f(x) dx = 0. Il nous reste donc uniquement
a démontrer que F, est bien une primitive de f, c’est a dire que (F,)’ = f. Pour
cela, revenons a la limité du nombre dérivé. Il s’agit de montrer que pour tout

X € [a, b], limy,_, w =0.On fixe x € [a, b].

Cas 1:si /i > 0. Larelation de Chasles donne
x+h X x+h
F (x4 1) - Fy(x) =f f(t)dt—f f(t)dt:f Fdr.
a a X

Comme f est croissante, pour tout ¢ € [x,x + k], f(x) < f(t) < f(x + h). Laire
sous la courbe de f est alors encadrée par I'aire du rectangle de longueur h et de
largeur f(x) et celle du rectangle de longueur & et de largeur f (x + h). Ainsi,

hf(x) <F(x + h) —=F(x) < hf (x + h).

Donc B (x+ ) —F.(3)
x+h)-F,(x
fl)y<s—= P 2 <f(x+h).
Comme f est continue, lim,,_,, f (x + 1) = f (x). Donc, par théoréme d’encadre-
ment des limites, limy,_, o+ w =0.

Cas 2:si i <0.On fait de méme en encadrant hf (x + h) <F,(x+ h) - F,(x) <

hf (x).

Ainsi pour tout x,

Hm F,(x+h)-F,(x) 0.
h—0 h
Donc F, est dérivable en x et (F,)’ (x) = f(x).

Théoréme 3
Pour toute primitive F de f sur [a, b] on a

b
f fx)dx =F(b) —F(a).

Preuve Soit F une primitive de f sur [a, b]. On sait que toutes les primi-
tives de f different d'une constante. Il existe donc k € Rtel que F(x) = F, (x) + k.
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Alors

F(b) —F(a) = (F,(b) + k) — (F,(a) + k)
=F,(b) +k—-Fy(a)-k
=F,(b) —F,(a)

:fabf(x)dx—f:f(x)dx

:fabf(x)dxcar f:f(x)dxzo.

Remarque 2.4 — Cette formule est la principale facon de calculer des inté-
grales.

Exemple 5 — Calculde [ (x* +1)dx
Une primitive de la fonction f qui & x associe f(x) = x>+ 1 estF: x — ’;—3 + x. Alors
3

X
—+x
3

=—+5-|—+0|=—+5=—.
3

> 5 03 0 125 140
3 3 3

fs(x2+1)dx:
0

0
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INTEGRALE D’UNE FONCTION DE SIGNE QUELCONQUE

Dans cette partie, f est une fonction a valeurs positives continue sur 'intervalle I.

Intégrale d’une fonction de signe quelconque

Pour définir I'intégrale d’'une fonction qui n'est pas forcément positive, on ne peut
pas utiliser la notion d’aire. Pour cela, on utilise le lien avec les primitives découvert
dans la partie précédente.

— Définition 3
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Pour a et b deux nombres réels
appartenant a I, 'intégrale de f entre a et b est le nombre réel F(b) - F(a), ou F
est une primitive de f sur I. On le notera

fabf(x)dx.

— Proposition 1
Le nombre ainsi défini ne dépend pas du choix de la primitive choisie.

Notation
On écrit )
f f(x)dx =F(b) —F(a) = [F(x)]Z.

a

Notation
Pour noter une primitive quelconque de f, on pourra noter

ff(x)dxou ffou ffdx.

Proposition 2
Pour tous réels a et b de,

j:f(x)dx:—fabf(x)dx.
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Preuve Si F est une primitive de f sur I, alors

fbuf(x) dx =F(a) - F(b)
= —(F(b) - F(b))

:—fubf(x)dx.

Lien aire - intégrales

On remarque que si f est une fonction négative, alors

fahf(x) dx = —fab(—f)(x) dx.

Comme —f estune fonction positive, la quantité [ ab (—=f)(x) dx estl’aire sous la courbe
représentative de —f. Or cette aire est la méme que l'aire située entre la courbe de f
et 'axe des abscisses. Ainsi fah f(x)dx est 'opposé de I'aire délimitée par la courbe
de f et 'axe des abscisses, on parle d’aire algébrique sous la courbe.

— Proposition 3

Pour toute fonction continue sur [a, b], f a” f(x)dx est l'aire algébrique sous la
courbe représentative de f. Autrement dit

b
/ fx)dx =" -,

ou o/ est 'aire du domaine délimité par la partie positive le courbe de la fonc-
tion alors que o/~ est l'aire du domaine délimité par la partie négative de la
courbe de la fonction.
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n PROPRIETES DES INTEGRALES

Soient f et g des fonctions continues sur un intervalle [a, b].

Propriétés algébriques

— Proposition 4 | Linéarité de 'intégrale
1.

b b b
f(f+g)(x)dx:ff(x)dx+f g(x)dx.

2. Pour tout réel A,

b b
f )\f(x)dx:)\f f(x)dx.

Preuve On démontre 1. Si F et G sont des primitives de f et g sur [a, b],
alors on sait que F + G est une primitive de f + g sur [a, b]. Donc

b
f (f +g)(x)dx = [F+ G2

=F+Q))-F+G)(a)
=F(b) + G(b) —F(a) - G(a)
=F(b)-F(a) + G(b) — G(a)

=f:f(x)dx+fabg(x)dx.

On retrouve une propriété que 'on avait remarquée sur les intégrales de fonctions
a valeurs positives, la relation de Chasles.

Proposition 5 | Relation de Chasles

Pour tout réels c, d, e de 'intervalle [a, b],

fcdf(x)dx+fdef(x)dx:fcef(x)dx.

Preuve Soit F une primitive de f sur [a, b]. Alors

d e
f f(x)dx+fd f(x)dx =F(d) —F(c) + F(e) - F(d)

e
=F(e) - F(c) :f f(x)dx.
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Exemple 6 — Intégrale d’'une fonction définie par morceaux
Soit f 1a fonction définie sur [—1;5] par

2six€[-1;2]
x% .
S six €]2,5].

f(x)={

La fonction f est bien continue car lim, _,+ f(x) = lim,_ ,+ %2 =2 = f(2). On peut
donc calculer son intégrale _51 f(x)dx. Larelation de Chasles donne

f_slf(x)dx:f_zlf(x)dx+f25f(x)dx

2 5x2
:f 2dx+f —dx
-1 2 2
315

=2-(-1)2+

2
125 8 153

6 6 6

Intégrales et inégalités

Le lien aire-intégrales permet d’établir la propriété suivante, appelée positivité de
Pintégrale.

Proposition 6 | Positivité de I'intégrale

 Sipourtout x € [a, b], f(x) =0, alors fahf(x) dx =0.
e Sipourtout x € [a, b], f(x) <0, alors fabf(x) dx <0.

On en déduit la théoreme suivant.

Théoreme 4 | Croissance de 'intégrale
Si pour tout x € [a, b], f (x) < g(x), alors

fabf(x)dxsj;bg(x)dx.

Preuve Si pour tout x € [a, b], f(x) < g(x), alors f(x) — g(x) < 0. Par po-
sitivité de l'intégrale [ (f(x) — g(x)) dx <0, et par linéarité de I'intégrale

fabf(x)dxsf:g(x)dx.
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X

Exemple 7 — Encomparant0,e *dx ete” 2, encadrer fol e~ dx

Pour x € [0,1], 0 < x?> < x, donc 0 = —x?

nentielle, on a

= —x. Par croissance de la fonction expo-

l1=ze™ =ze™".

La croissance de I'intégrale implique que

1 1, 1
/dx;/exdxzfexdx.
0 0 0

Le calcul des intégrales donne 1= [ e™ dx = [—e~*]} soit

1 2
12[ e dx=e-1.
0

Valeur moyenne d’une fonction

Définition 4
La valeur moyenne d’une fonction sur l'intervalle [a, b] est la quantité

1 b q
H-—z;:;;l;]XX) X.

Remarque 4.1 — Interprétation graphique Si f est une fonction positive, alors
I'intégrale de f entre a et b est la méme que 'aire du rectangle de longueur (b — a)
et de largeur u :

b
f f(x)dx = u(b - a).
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n SOMMES DE RIEMANN

Comme nous le verrons en TP Informatique, I'aire sous la courbe d’'une fonction
positive peut étre approchée par la méthode des rectangles. Il s’agit de découper
I'intervalle [a, b] en subdivisions régulieres de la forme [a + k%, a+(k+1) b;n“]. On
approxime alors 'aire sous la courbe par la somme des aires de rectangles situées
entre les segments de la subdivision et la courbe. Si on augmente la précision de
la subdivision, on s’approche de plus en plus de l'aire réelle. C’est le principe des
sommes de Riemann.

Théoreme 5 | Sommes de Riemann

Soit f € C(la, b]). La suite lim,, _, o, 77— Y} f (a + k25) converge et

n-1 —-a b
im ——— (a+k ):f (t)dt.
n—+oo (b — a) ]CZ::()f a f
Preuve Pour simplifier, on se raméne au cas oi1 f est de classe C.
Remarque 5.1 — On voit parfois la somme entre 0 et 7 ou 1 et n. Cela ne change

rien nature de la somme et le résultat reste vrai. Ce théoreme nous permet de cal-
culer des limites de somme jusque la difficiles a calculer.

Exemple 8§ — On veut calculer la limite de Z}Czl % On commence par réécrire la
somme comme

1 &k

nion

Cela correspond a une somme de Riemann avec a =0, b = 1 et f(x) = x. On obtient
alors

1 &k 1
lim—Z—:fxdx
n nin 0
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n INTEGRATION PAR PARTIES

~— Théoréme 6 | Formule d’'intégration par parties
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I. On suppose que leurs
dérivées sont continues sur I. Alors pour tout a et b des réels de I,

b b
f u)v' (x)dx = [u(x)v(x)]Z—f ' (x)v(x)dx.

a

Preuve On calcule [ ub (uv)'(x) dx de deux fagons différentes. Comme uv
est une primitive de (uv)’, on a d’abord

b
f () () dx = (@) )L,

D’autre part, la formule de dérivation du produit de deux fonctions donne

b b
f (uv)’(x)dxzf (v () v(x) + ux)v'(x))dx

b b
=f u'(x)v(x)dx+f u(x)v'(x)dx.

a
Ainsi

b b
f u'(x)v(x)dx+f u(x)v'(x)dx = [u(x)v(x)]%,

a

ce qui donne la formule a démontrer.

Remarque 6.1 — On parle d’intégration par partieS car il y a plusieurs parties.

La formule d’intégrations par parties sert a la fois a calculer des intégrales et des
primitives de fonctions. Terminons ce cours par des exemples de calcul.

Exemple 9 — Calcul d’'une intégrale par intégration par parties

2
f xe*dx.
0

On ne connait pas de primitive de cette fonctions! Il faut choisir quelles seront les
fonctions u et v pour appliquer la formule. Prenons u(x) = x. Dans la formule, la
quantité sous'intégrale est u(x) v’ (x), donc nécessairement v’ (x) = e*. Ainsi v/ (x) =
1 et on peut prendre v(x) = e* (on peut prendre n'importe quelle primitive, autant

On souhaite calculer
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prendre la plus simple!). Les fonctions u et v sont dérivables sur [0, 2] et leurs déri-
vées sont continues. La formule d’intégration par parties nous donne

2 2
fxexdx:f u(x)v'(x)dx
0 0 ) ,
= [u(x)v(x)]o—f U (x)v(x)dx
0
2
=[xe*]2— | 1xe*dx.
[xe™ ] LL x e*dx

La formule d’intégration par parties nous a ramené a une intégrale plus facile a cal-
culer. On obtient
2 [? 2 o_ [?
[xex]o—f 1xe*dx =2e°—0e —f e*dx
0 0
=2e* - [e"]]

=2e’—(e?-eV) =e?+1.

Exemple 10 — Un exemple de rédaction : calcul de [ x sin(x) dx et [ usin(u)du

On calcule I'intégrale par intégration par parties. On pose u(x) = x et v’ (x) = sin(x).
On a alors u/(x) = 1 et on peut prendre v(x) = —cos(x). Les fonctions u et v sont
dérivables sur [0, 7] et leurs dérivées sont continues. Donc, par la formule d’inté-
gration par parties

fﬂ xsin(x)dx = [-x cos(x)]§ — fﬂ —cos(x) dx = [-xcos(x)]g + [sin(x)]g
0 0

= —gcos(m) + 0 x cos(0) +sin(m) —sin(0) = —nx (-1)+0+0—0=m.

Méthode (Déterminer une primitive par intégration par parties)

Comme vu précédemment dans le cours, si f est une fonction continue sur I et
sia €], alors

F,(x) = fxf(t)dt

est la primitive de f s’annulant en a. La formule d’intégration par parties nous
permet alors de calculer des primitives de fonctions plus compliquées. Si on
reprend l'exemple de f définie par f(x) = xsin(x), une primitive de f est par
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exemple donnée par
X
Fo(x) = f tsin(¢)dt
0
= [~tcos(1)]; —fx —cos(t)dt
0

= —xcos(x) +0cos(0) — fx —cos(t)dt
0

—x cos(x) + [sin(2)]§
—xcos(x) +sin(x)—0

—Xx cos(x) + sin(x).

Remarque 6.2 — Le plus difficile, dans I'intégration par parties, est de déterminer
les fonctions u et v'. Voici quelques petites remarques pour vous aider a faire ce
choix

1. v'(x) est toujours une fonction dont on connait une primitive : la fonction expo-
nentielle et les fonctions trigonométriques joueront donc souvent ce role.

2. u(x) est une fonction qui "devient plus simple si on la dérive” : les polynomes
peuvent jouer ce role car leur degré baisse quand on les dérive. La fonction In
devient aussi plus simple quand on la dérive car In’(x) = %
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CHANGEMENT DE VARIABLE

Un nouvelle méthode pour calculer une intégrale est le changement de variable.
Bien que essentiellement basée sur la formule (f o )’ = g’ x f' o g, elle donne une
fagn automatique de mener a bien certains calculs.

Théoreme 7 | Changement de variable

Soit f une fonction continue sur [a, b] et ¢ € C!'([a, b]) une fonction strictement
monotone. On a

b, d(b)
f ¢ (X)f(<b(x))dx:f¢( ) f(dt.

Preuve Soit F une primitive de f alors on a

G(b)
f f@)dt =F(p(D) —F(d(a)).
da)

On calcule (Fo )’ (x) = ¢'(x) x f(d(x)). Ainsi F o ¢ est une primitive de la fonc-
tion x — ¢’ (x)f ($(x)). On en déduit que

b
f ¢ () f (P(x))dx = F(P(D) — F(d(a)).

On a donc montré I'égalité
b , ¢(b)
f & (O)f (b)) dx = F(B)) - F(d(a)) = f¢ rwar.

Cette formule est bien jolie, mais il faut maintenant apprendre a 'utiliser. Commen-
cons par quelques quelques exemples.

Méthode (Calculer une intégrale [ f({(x))dx par changement de va-
riable)

1. Identifier la partie de 'intégrale qui pourrait étre la nouvelle variable : on
pose u = G(x),

2. Vérifier que le changement de variable est bien C! et strictement monotone,

On change les bornes : a devient ¢(a) et b devient ¢(b),

4. Onremplace I'élément d’intégration dx al'aide de la relation du = ¢'(x)dx.

&

Exemple 11 — Calculde [’ cos(2x —n)dx. Ici, ce qui nous embéte, c’est le 2x — .
Posons u = 2x—1. C'est bien un changement de variable C' et strictement croissant.
Les bornes deviennent —m et —fracn2. L'élément d’'intégration vérifie du = 2dx
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doncdx = %. On a alors

LS 1 _I
f4 cos(2x —m)dx = E[ 2 cos(u)du
0

'L

- %[sin(u)]i,%

Vocabulaire

Un changement de variable de la forme u = ax + b s’appelle un changement
de variable affine. C’est le seul changement qu’'on vous demandera toujours

sans indication.

Exemple 12 —

1. Soit f une fonction continue impaire sur | — 4,4[, montrer que [*, f(x)dx =0,

2. Alaide du changement de variable y = sin(x), calculer

/4 cos(x)
f —dx,
o 14 cos(x)?

3. Alaide du changement de variable ¢ = y/1 + e* calculer une primitive de la fonc-

1
1+e* "

tion x —

ECG 1 - Mathématiques approfondies ([@Ek¥4

Lycée Camille Vernet



	Intégrales et primitives
	Primitives (rappels)
	Intégrale d'une fonction continue et positive sur un intervalle
	Aire sous la courbe représentative de la fonction f
	Expression d'une primitive à partir d'une intégrale

	Intégrale d'une fonction de signe quelconque
	Intégrale d'une fonction de signe quelconque
	Lien aire - intégrales

	Propriétés des intégrales
	Propriétés algébriques
	Intégrales et inégalités
	Valeur moyenne d'une fonction

	Sommes de Riemann
	Intégration par parties
	Changement de variable


