
TD 5 - Ensembles et applications

1. ENSEMBLES

Exercice 1 Écrire avec des quantificateurs les sous en-
sembles des suites réels suivants :

1. A : l’ensemble des suites
majorées

2. B : l’ensemble des suites
minorées,

3. C : l’ensemble des suites
croissantes,

4. D : l’ensemble des suites
décroissantes,

5. E : l’ensemble des suites
convergentes,

6. F : l’ensemble des suites
bornées.

Montrer que F = A∩B. Donner deux autres inclusions vraies
et deux inclusions fausses.

Exercice 2 Déterminer l’ensemble des parties des en-
sembles {0,1,2,3} et {A,B,C}.

Exercice 3 Soit E un ensemble à 𝑛 éléments et 𝑝 ∈N. Don-

ner card(E𝑝) et card(𝒫(E𝑝)).

Exercice 4 Soient A,B et C trois parties d’un ensemble E.
Montrer que B = C si et seulement si A∪B= A∪C et A∩B=
A∩C.

Exercice 5 Expliciter les trois ensembles suivants :
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Exercice 6 Montrer que chacun des ensembles suivants est
un intervalle, éventuellement vide ou réduit à un point
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Exercice 7 Soient A et B deux parties d’un ensemble E. La
différence symétrique de A et B est l’ensemble défini par

AΔB= A∪B\A∩B.
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1. Montrer que AΔB= B\A∪A\B.
2. Faire un dessin !
3. Que dire si AΔB= A∩B.
4. SoitCunepartie deE.Montrer queAΔB= AΔC si et seule-

ment si B =C.
5. Résoudre dans𝒫(E) l’équation AΔX=∅.
6. Résoudre dans 𝒫(E) l’équation AΔX = S où S est un en-

semble donné.

Exercice 8 Soient A,B et C trois parties d’un ensemble E.
Établir l’égalité :

A∪B∪C= (A\B)∪ (B\C)∪ (C\A)∪ (A∩B∩C).

Exercice 9 SoitA etB deux parties de E. Résoudre dans P(E)
les équations

1. A∩X= B
2. A∪X= B

2. APPLICATIONS

Exercice 10

1. Soit 𝑓 la fonction définie par 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1. Déterminer
𝑓([−2,3]) et 𝑓−1([−1,2]).

2. Soit 𝑓 la fonction de ℝ2 définie par 𝑓(𝑥,𝑦) = (𝑥,𝑥𝑦−𝑦3).
Est-elle injective? surjective?

Exercice 11 Soit 𝑓 la fonction réelle définie par 𝑓(𝑥) =
ln(𝑒𝑥+1).

1. Vérifier que 𝑓 est bien définie sur R
2. Donner l’image directe de R par 𝑓.
3. Donner 𝑓([R−]), 𝑓(R+) et 𝑓([0,1]).
4. Donner l’image réciproque par 𝑓 de R−, R+, [10,20[,

[10,+∞[.

Exercice 12 Soit S ∶ ℤ→ℤ définie par S(𝑛) = 𝑛+1.

1. Montrer que S est bijective.
2. Que dire de S ∶ ℕ→ℕ∗ ?
3. Que dire de S ∶ ℕ→ℕ?
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Exercice 13 Les applications sont elles injectives, surjec-
tives, bijectives? Si elles sont bijectives, donner la bijection
réciproque.

1. 𝑓 ∶ 𝑘 ∈ ℕ⟼3𝑘+1 ∈ ℕ∗.
2. 𝑔 ∶ ℝ\{5}→ ℝ\{2} définie par 𝑔(𝑥) = 3+2𝑥

𝑥−5 .
3. ℎ ∶ ℝ→ℝ+définie par ℎ(𝑦) =√𝑦2+𝑦+1.
4. 𝑖 ∶ ℝ→ℝ définie par 𝑖(𝑡) = e𝑡−1

e𝑡+1 .
5. 𝑗 ∶ ℝ2 →ℝ2 définie par 𝑗(𝑥,𝑦) = (𝑥+2𝑦,5𝑦−3𝑥).

Exercice 14 Soient E et F deux ensembles, 𝑓 ∶ E → F. Dé-
montrer que :

1. ∀A,B ∈𝒫(E) (A ⊂ B)⇒ (𝑓(A) ⊂ 𝑓(B)),
2. ∀A,B ∈𝒫(E) 𝑓(A∩B) ⊂ 𝑓(A)∩𝑓(B),
3. ∀A,B ∈𝒫(E) 𝑓(A∪B) = 𝑓(A)∪𝑓(B),
4. ∀A,B ∈𝒫(F) 𝑓−1(A∪B) = 𝑓−1(A)∪𝑓−1(B),
5. ∀A ∈𝒫(F) 𝑓−1(F ⧵A) = E⧵𝑓−1(A).

Exercice 15 Déterminer des bijections entre les ensembles
suivants :

1. [0,1] et [𝑎,𝑏] (pour 𝑎,𝑏 ∈R fixés),
2. les entiers naturels pairs et les entiers impairs
3. les entiers naturels et les entiers relatifs
4. les entiers naturels et les entiers pairs
5. ]0,1] et [0,+∞[

6. N etN2.

Exercice 16 Soit𝑓 ∶ E→Fet𝑔 ∶ F→Edes fonctions.Montrer
que si 𝑓 ∘𝑔 ∘𝑓 est bijective, alors 𝑓 et 𝑔 le sont aussi.

Exercice 17 Soient E,F,G etH des ensembles, 𝑓 ∶ E→ F,𝑔 ∶
F→G et ℎ ∶G→H trois applications.

1. Montrer que si𝑔∘𝑓 est injective, alors𝑓 est injective.Qu’en
est-il de 𝑔?

2. Montrer que si 𝑔 ∘ 𝑓 est surjective, alors 𝑔 est surjective.
Qu’en est-il de 𝑓?

3. Montrer que si 𝑔 ∘𝑓 et ℎ∘𝑔 sont bijectives, alors 𝑓,𝑔 et ℎ
sont bijectives. La réciproque est-elle vraie?

3. POUR ALLER PLUS LOIN

Exercice 18 Soit A une partie de E, on appelle fonction ca-
ractéristique deA l’application 𝑓deEdans l’ensemble à deux
éléments {0,1}, telle que :

𝑓(𝑥) = {
0 si 𝑥 ∉ A
1 si 𝑥 ∈ A
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SoitA etB deux parties de E, 𝑓 et𝑔 leurs fonctions caractéris-
tiques.Montrer que les fonctions suivantes sont les fonctions
caractéristiques d’ensembles que l’on déterminera :

1. 1−𝑓.
2. 𝑓𝑔.
3. 𝑓+𝑔−𝑓𝑔.
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