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CHAPITRE 22
Compléments sur les espaces
vectoriels

Dans tout ce chapitre, E est un espace vectoriel.

Remarque 0.1 — Aucune démonstration n’est exigible dans ce chapitre.

1. SOMMES ET INTERSECTION D’ESPACES VECTORIELS

Proposition 1 | Intersection de deux espaces vectoriels
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E, l’ensemble F∩G est un sous
espace vectoriel.

Remarque 1.1 — Ona lagénéralisation suivante : siF1,…,F𝑘 sontdes sous-espaces
vectoriels, alors⋂𝑘

𝑖=1 F𝑖 est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque 1.2 — F∩G est le plus grand sous-espace vectoriel de E qui est aussi
un sous-espace vectoriel de F et de G.

Remarque 1.3 — F∩G est toujours non vide, car l’intersection contient toujours
0E. Si F∩G= {0E}, on dit que l’intersection est nulle ou réduite à zéro.

Exemple 1 — Déterminer dansR3 l’intersection deG= {(𝑥,𝑦,𝑧) ∈R3,𝑥+𝑦+𝑧 = 0}
et F = Vect(1,1,0), (0,1,1)).

Définition 1 | Somme de deux sous-espaces vectoriels
Soient F etG deux sous-espaces vectoriels de E. La somme de F etG est l’espace
vectoriel

F+G= {𝑥+𝑦,𝑥 ∈ F,𝑦 ∈ G}.
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C’est l’ensemble des éléments de E qui s’écrivent comme la somme de d’élé-
ments de F et de G.

Proposition 2
F+G est un espace-vectoriel. C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E et F
contenant F et G.

Exemple 2 — DansM2,1(R), déterminer la somme F+G où

1. F = Vect(10) et G= Vect(11).

2. F = Vect(10) et G= Vect(−10 ).

Exemple 3 — Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. Déter-
miner

1. F+{0E},
2. F+E,
3. F+F.

Définition 2 | Somme directe de deux sous-espaces vectoriels
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que la somme F+G est
directe si F∩G= {0E}. Dans ce cas là, on note la somme des deux espaces F⊕G.

Proposition 3
La sommeF+G est directe si et seulement si tout vecteur deF+G s’écritde façon
unique comme la somme d’une élément de F et d’un élément de G.

Exemple 4 —

1. Dans R2.
2. Dans R3.
3. DansM𝑛(R).
4. Dans R𝑛[𝑥].

Définition 3 | Espaces vectoriels supplémentaires
Deux sous-espaces vectoriels F et G sont supplémentaires dans E si E est la
somme directe de F et de G :

E = F⊕G.
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Exemple 5 — Soit E = R3,F = Vect((1,−1,0) et G = {(𝑥,𝑦,𝑧) ∈ R3,𝑥 −𝑦+𝑧 = 0}.
Montrer que F et G sont supplémentaires dans R3.

Exemple 6 — DansM𝑛(R), soitF l’ensembledesmatrices triangulaires supérieures
et G l’ensemble des matrices triangulaires inférieures. Montrer que F+G = M𝑛(R)
mais que la somme n’est pas directe. Trouver un supplémentaire de F.

Exemple 7 — Soit S𝑛 (resp.A𝑛) l’ensemble desmatrices carrées symétriques (resp.
antisymétriques) deM𝑛(R). On a la somme directeM𝑛(R) = A𝑛⊕S𝑛.

2. CAS DE LA DIMENSION FINIE

Théorème 1
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de F
Alors F admet un supplémentaire dans E.

Attention×
Le supplémentaired’unespacevectoriel (dedimension strictementplus grande
que 1) n’est jamais unique. On le voit dès la petite dimension R2 : Vect((1,0))
admet comme supplémentaire n’importe quelle espace de la forme

Vect((α,1))avec α ∈ ℝ.

Proposition 4 | Formule de Grassmann (dimension de la somme de SEV)
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie de E, alors

dimF+G= dimF+dimG−dimF∩G.

En particulier, si la somme est directe

dimF+G= dimF+dimG.

Corollaire 1 | Dimension d’un supplémentaire
SiE est unespace vectoriel dedimensionfinie etF etG sont des supplémentaires
dans E, alors

dimE = dimF+dimG.
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Remarque 2.1 — On peut donc facilement retrouver la dimension d’un supplé-
mentaire G de F, c’est

dimG= dimE−dimF.

Théorème 2 | Caractérisation des supplémentaires
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F etG deux sous-espaces vecto-
riels de E. Si deux des assertions suivantes sont vérifies :
1. F∩G= {0E} (l’intersection des sous-espaces est triviale),
2. dim(F)+dim(G) = dim(E),
3. E = F+G (tout vecteur de E se décompose comme la somme d’éléments de

F et G).
alors

E = F⊕G.

Remarque 2.2 — Dans ce cas là, la troisième assertion est automatiquement vé-
rifiée.

Remarque 2.3 — Onessaierade se ramener lepluspossible à l’utilisationdesdeux
premières propriétés qui sont souvent les plus faciles à démontrer.

Méthode (Montrer que deux sous-espaces vectoriels sont supplémen-
taires)

WRENCH
1. Première question à se poser : connaît-on les dimensions des espaces en

question, ou peut-on les déterminer?
2. Si c’est le cas, on montre une des deux autres propriétés du théorème pré-

cédent. Selon la situation, une des deux sera plus facile à démontrer. C’est
souvent la propriété de l’intersection, mais pas toujours, il faut faire atten-
tion à l’énoncé (et souvent à la question précédente).

3. On peut aussi raisonner par analyse-synthèse pour tout 𝑥 ∈ E déterminer
des uniques 𝑦 ∈ F,𝑧 ∈ G tels que 𝑥 = 𝑦+𝑧.

Proposition 5
1. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. Soient

(𝑓1,…,𝑓𝑚) et (𝑔1,…,𝑔𝑛) deux des bases respectives de F et G. Si la concaté-
nation des bases (𝑓1,…,𝑓𝑚,𝑔1,…,𝑔𝑛) est une famille libre alors c’est une base
de F+G.

2. Si de plus E est de dimension finie et si la concaténation des bases
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(𝑓1,…,𝑓𝑚,𝑔1,…,𝑔𝑛) est unebase deE, alorsF etG sont supplémentaires dans
E.

Théorème 3 | Concaténation des bases d’une somme directe.
Si E = F⊕G, alors la concaténation d’une base de F et d’une base de G donne
une base de E, appelée base adaptée à la somme directe.

Théorème 4 | Théorème de la base adaptée
Si E est un espace vectoriel de dimension finie qui s’écrit comme une somme
directe de deux sous-espaces vectoriels E = F⊕G. Alors il existe une base de E
adaptée à la somme directe.

Exemple 8 — Après avoir démontré que les espaces sont supplémentaires dans
R4, donner une base adaptée à la somme directe

R4 = Vect((1,1,1,1))⊕ {(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡) ∈R4,𝑥+𝑦+𝑧+𝑡 = 0}.
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