
TD 18 - Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 1 Pour chacune des matrices suivantes, détermi-
ner les valeurs de 𝑎 pour lesquelles la matrice est inversible.
Après avoir prouvé que c’est un espace vectoriel, déterminer

la dimension de {X ∈M2,1(R),MX= (00).}.

M= ( 𝑎 2
−2 𝑎) etN= (1 𝑎

𝑎 1).

Exercice 2 Soit𝑛 ⩾ 1. Déterminer une base et la dimension
de {P ∈ R𝑛[𝑥],P′(0) = P(0).}.

Exercice 3 Soient (𝑎0,…,𝑎𝑛) ∈ ℝ𝑛+1.

1. Pour tout 𝑖, on définit un polynôme

L𝑖(𝑥)
𝑛
∏

𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝑥−𝑎𝑗
𝑎𝑖−𝑎𝑗

.

Calculer pour tout (𝑖, 𝑗), L𝑖(𝑎𝑗). Montrer que (L𝑖)0⩽𝑖≠𝑛 est
une base de R𝑛[𝑥].

2. Montrer que pour tout polynôme P ∈R𝑛[𝑥],

P(𝑥) =
𝑛
∑
𝑘=0

P(𝑎𝑘)L𝑘(𝑥).

Exercice 4 Montrer que l’ensemble des matrices qui
peuvent s’écrire

M=⎛
⎝

𝑎 𝑏 𝑎+𝑏
𝑏 𝑎 𝑎−𝑏
𝑎 𝑏 𝑐

⎞
⎠

est un espace vectoriel. En donner une base et la dimen-
sion.

Exercice 5 Montrer que l’ensemble des polynômes deR3[𝑥]
dont 0 et 1 sont racines est un espace vectoriel. Donner une
base et sa dimension.

Exercice 6 Montrer que

F = {M∈M2(ℝ),(
−1 0
0 1)M−M(−1 0

0 1) = 02}
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est un espace vectoriel. Donner sa dimension et une base.

Exercice 7 Soit E l’ensemble des fonctions continues de
[0,2π] dans R. On définit les fonctions 𝑓1,…𝑓4 par 𝑓1 =
cos,𝑓2 = sin,𝑓3(𝑥) = 𝑥cos(𝑥) et 𝑓4(𝑥) = 𝑥sin(𝑥). La famille
𝑓1,…,𝑓4 est-elle libre?

Exercice 8 Soit 𝑛. On définit

F = {𝑥 ∈R𝑛,𝑥1 = 0 et
𝑛
∑
𝑘=1

𝑥𝑘 = 0}.

Montrer que F est un espace vectoriel. Déterminer une base
et sa dimension.

Exercice 9 On définit

F = {P ∈R2[𝑥],P(2−𝑥) = P(𝑥)}.

Montrer que c’est un espace vectoriel, donner sa dimension
et une base.
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