TD 28 - Applications linéaires

APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 1 Les applications linéaires suivantes sont-elles

des endomorphismes de M, ; (R)?
A1) 057)
2. f ; - y—:)Zx)'
2
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5. f ; = ;J—r%)
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Exercice 2
néaires?

Les applications suivantes sont-elles li-

1. f:PeR[x]— xP(x) e R[x],
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2. f:PeR[x]~ P(x)* € R[x],
3. f:MeM,(R)—A'MeM,(R) oA € M, (R) est une ma-
trice fixée.
a b da a+b
41 c d H(—c d+2a+c)'

Exercice 3 Soit f I'application de R* dans lui méme définie
par

foy,z)=(x-y,y-2z,z2-x).

1. Vérifier que f est un endomorphisme de R®.
2. Déterminer une base de Ker f et de Im f.

Exercice 4 Soit f I'application de My ; (R) définie par

owame(f)-£:4

1. Montrer que f € £(M;;(R),M,,;(R)).
2. Déterminer I'image et le noyau de f.
3. f est-elle injective, surjective, inversible ?

Lycée Camille Vernet



Exercice 5 Soit S 'application de RN définie par

(S(u))n = U1 = .

1. Montrer que f est un endomorphisme,

2. Déterminer I'image et le noyau de f,

3. f est-elle injective, bijective, inversible. Si oui, quel est
I'isomorphisme réciproque?

Exercice 6 Soit n € N*. Montrer que u : P — P(x + 1) est un
automorphisme de R, [x]. Donner 'automorphisme inverse.
Pour tout polynéme Q € R[x], déterminer Q(u).

Exercice 7  Soit f l'endomorphisme de R® tels que
les images des vecteurs de la base canonique sont
(1,1,1),(0,-2,7),(7,15,-21).

1. Déterminer, pour tout (x,y,z) € R3, f(x,,z).
2. f est-elle injective, surjective, bijective?

Exercice 8 (Endomorphismes nilpotents) Soit E un es-
pace vectoriel de dimension n et f € Z(E). On dit que f est
nilpotent s'il existe k € N tel que f* = 0.

1. Montrer que la suite de sous-espaces vectoriels Ker f7 est
croissante pour I'inclusion.
2. Montrer que f" =0.
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3. Dans cette question, on suppose que f "=2 £ 0. Montrer
qu'il existe x € E, (x, f(x),... f*!(x)) est une base de E.

Exercice 9 Soit f une application linéaire sur R* définie
par

f(x,y) = (2y —3x,4y — 6x).

Montrer que f est un projecteur dont on déterminera les es-
paces caractéristiques.

Exercice 10 Soit fy 'applicationde R, [x] dans R, [x] définie
par u(P) = R ol R est le reste de la division euclidienne de P
par un polynéme A fixé.

1. Montrer que Im f, = R;[x] ou d = degA — 1.
2. Déterminer Ker f, .
3. Montrer que f, est un projecteur.

Exercice 11 Soient p et g deux projecteurs sur E tels que
peq=4qe°p.
1. Montrer que p o g est un projecteur.

2. MontrerqueImpog=ImpnIimg.
3. Montrer que Kerp o g = Kerp + Kerg.
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UTILISATION DE LA DIMENSION FINIE

Exercice 12 Soit u € Z(R",R™).

1. Montrer que si u est surjective alors m < n.
2. Montrer que si u est injective alors m = n.
3. Que dire si u est un isomorphisme?

Exercice 13 Soit u € £(M;;(R) définie par

X 0 1 2\(x
V(x,y,z)€R3u((y)) = (—1 2 3) (y)
z 4 -2 0J)\z

1. Déterminer une base et la dimension de Ker u.
2. Donner le rang de u.
3. Donner une base de 'image de u.

Exercice 14 (Adapté EM Lyon 2023) Soit ¢ et ¢ deux
formes linéaires non nulles sur un espace vectoriel E de di-
mension 7.

1. Montrer Ker¢ < Kery si et seulement il existe A € R tel

que A = .
2. Dans cas la, démontrer que les noyaux sont égaux. Quelle
est leur dimension?
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3. On se place dans le cas ot on n'a pas d’inclusion entre les
deux noyaux. Soit u I'application de E dans R* définie par

Vx € B, u(x) = ($(x), w(x)).

Montrer que u est linéaire.
4. Montrer que u est surjective.
. Montrer que Ker u = Ker ¢ N Kery.
6. En déduire dim Ker ¢ N Kerw.

[9)]

Exercice 15 Soit u: R, [x] — R, [x] définie par
u(P) =P(x) - xP'(x).

1. Déterminer Ker u.
2. Donner le rang de u.

Exercice 16 Soit f un endomorphisme d'un espace vec-
toriel E de dimension finie. Montrer que les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. E=Im(f)®Ker(f);
2. E=Im(f) +Ker(f);
3. Im(f?) =Im(f);
4. Ker(f?*)=Ker(f).
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Exercice 17 Soient ay,...,a, des réels distincts et ¢ :
R,,.1[X] — R?"*2 définie par
(p(P) = (P (aO) ’ P, (a0) y oo )P (an) ’ P, (an)) .

Montrer que ¢ est bijective.

Exercice 18 Soit n € N*.

1. Montrer que pour tout Y € M, ,,(R), 'application
¢y:XeM,;(R)—YX

estun élémentde E* = Z(M,, ;(R),R).
2. SiYn'estpas le vecteur nul, montrer que ¢y est surjective.
3. Soit ¢ I'application de M, ,(R) dans E* définie par ¢(Y) =
¢y. Montrer que ¢ € Z(M, ,,(R),E*).
4. Montrer que ¢ est injective. On calculera ¢y ('Y).
. En déduire que ¢ est un isomorphisme.
6. Soit f € E*. Montrer qu'il existe Y € M; ,(R) tel que f = ¢y.

o)

Exercice 19 Soit n € N*. Soit u définie sur E = R,,[x] par
VPeE,u(P)=P(x+1)—-P(x).

1. Montrer que si u(P) = 0, alors P et qui si P admet une ra-
cine, alors il en admet une infinité.

2. En déduire Ker u.

En déduire rg u.

4. Montrer que Imu =R,,_, [x].

»
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