
Thomas Cometx

TD 9 - Calcul matriciel

1. CALCUL MATRICIEL

Exercice 1 Calculer les produitsmatriciels suivantsA×B
avec

A= ( 1 2
−1 4) et B = (78)

A = ( 1 −4
−1 2 ) et B = (1 1 1

0 −3 2)

A = ⎛
⎝

1 −4
−1 2
2 2

⎞
⎠

et B = (−2 4
−2 1)

Exercice 2 Soit 𝑛 ∈N∗ et X= ⎛
⎝

𝑥1

𝑥𝑛

⎞
⎠
.

1. A quels ensembles appartiennent respectivement 𝑡XX
et X 𝑡X?

2. Les calculer.

Exercice 3 Soient

A= ⎛
⎝

1 3 2 4
−5 2 −1 3
1 0 2 −7

⎞
⎠

et B =
⎛⎜⎜
⎝

−1 −1 −1
2 −1 3
4 12 6
0 −2 −3

⎞⎟⎟
⎠

1. Calculer les matrices AB et BA.
2. Calculer (AB)2.

Exercice 4 Soient A et B deux matrices dans M𝑛(R) qui
commutent. Montrer que pour tout 𝑘 ∈N,

(A+B)𝑘 =
𝑘
∑
𝑗=0

(
𝑘
𝑗
)A𝑗B𝑘−𝑗.

Application : si

A= (1 1
0 1),

calculer pour tout entier 𝑘, A𝑘 en décomposant A comme
la somme de deux matrices qui commutent.
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Exercice 5 Soit 𝑛 ∈ N. On définit les matrices élémen-
taires de M𝑛(R) (notées E𝑖,𝑗) qui ont des zéros sur tous
leurs coefficients sauf le coefficient de coordonnées (𝑖, 𝑗)
qui vaut 1.

Pour tout (𝑖, 𝑗) et (𝑘,ℓ), calculer le produit E𝑖,𝑗×E𝑘,ℓ.

Exercice 6 Soit A ∈M𝑛(R) la matrice contenant unique-
ment des 1.

1. Calculer pour tout 𝑘 ∈N,A𝑘.
2. En déduire une formule pour (λI𝑛 + J)𝑘 à l’aide du bi-

nôme de Newton.

Exercice 7 SoitM= (3 1
1 3) et P = (1 1

1 −1).

1. Montrer que P est inversible et calculer P−1.
2. Montrer que P−1MP est une matrice diagonaleD.
3. En déduire que pour tout entier 𝑛,D𝑛 = P−1M𝑛P.
4. En déduire une formule pourM𝑛.

Exercice 8 Soit A= ⎛
⎝

0 0 0
−2 1 −1
2 0 2

⎞
⎠
.

1. Soit P(𝑥) = 𝑥3−3𝑥2+𝑥. Calculer P(A).
2. Soit 𝑛 ∈ N. Déterminer le reste de la division eucli-

dienne de 𝑥𝑛 par P.

3. En déduire une formule pour A𝑛.

Exercice 9 Montrer, par analyse synthèse, que toute ma-
trice carrée s’écrit de façon unique comme somme d’une
matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique.

Exercice 10 On cherche à calculer pour tout 𝑛 ∈N,

⎛
⎝

2 1 0
0 2 1
0 0 2

⎞
⎠
.

Calculer les premiers termes. Conjecturer une formule à
démontrer par récurrence.

Exercice 11 Commutant d’une matrice diagonali-
sable. Exercice très classique!

1. Soit D ∈ M𝑛(R) une matrice diagonale à coefficients
distincts. Déterminer toutes les matrices qui com-
mutent avecD.

2. Montrer que l’ensemble trouvé est égal à

{Q(D),Q ∈R[𝑥]}.

3. On dit que A et B deux matrices de M𝑛(R) sont sem-
blables s’il existe une matrice inversible P telle que
P−1AP = B. Soit C ∈ M𝑛(R). Montrer que C commute
avec A si et seulement si P−1CP commute avec B.
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4. On dit qu’une matriceM est diagonalisable si et seule-
ment si il existe unematrice inversibleP et unematrice
diagonaleD telle que P−1MP=D.

5. Soit M une matrice diagonalisable. Montrer que pour
tout 𝑘 ∈ℕ,M𝑘 = PD𝑘P−1.

6. Déterminer les matrices qui commutent avecM.
7. Montrer que l’ensemble trouvé est égal à

{Q(M),Q ∈R[𝑥]}.

2. MATRICES INVERSIBLES

Exercice 12 Les matrices suivantes sont-elles inver-
sibles? Si oui, calculer leur inverse.

A= (2 2
4 1), B = ( 2 6

−1 −3) C = (11 7
−7 11).

Exercice 13 Montrer qu’une matrice (2,2) est inver-
sible si et seulement si ses colonnes sont non proportion-
nelles.

Exercice 14 Les matrices suivantes sont-elles inver-
sibles? Si oui, calculer leur inverse.

A= ⎛
⎝

7 −2 2
0 6 1
1 3 −10

⎞
⎠
, B = ⎛

⎝

7 1 6
−3 −5 3
2 1 −10

⎞
⎠

C = (𝑥−1 1
1 𝑥−1) avec 𝑥 ∈R.

Exercice 15 A l’aide de l’algorithme du pivot de Gauss,
montrer que tout matrice A ∈M𝑛(R) telle que

∀𝑖 ∈ J1,𝑛K, |A𝑖,𝑖| >
𝑛
∑

𝑗=1,𝑗≠𝑖
|A𝑖,𝑗|

est inversible. (On dit qu’une telle matrice est à diagonale
dominante).

Exercice 16 On dit qu’une matrice A ∈M𝑛(R) est nilpo-
tente si et seulement si il existe un entier𝑘 tel queA𝑘 = 0𝑛.
Soit A une telle matrice

1. Expliquer pourquoi il existe unplus unplus petit entier
𝑚 tel que A𝑚 = 0𝑛.

2. Montrer que I𝑛−A est inversible. On pourra considérer
la matrice

B =
𝑚−1
∑
𝑗=0

A𝑗.

3. COMPLÉMENTS

Exercice 17 Soit A ∈M𝑛(R) une matrice telle qu’il existe
B ∈M𝑛(R)nonnulle tellequeAB= 0𝑛.MontrerqueAn’est
pas inversible.
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Exercice 18 On dit qu’une matrice M ∈ M𝑛(R) est sto-
chastique si la commede ses coefficients sur chaque ligne
vaut 1 et si chacun de ses coefficients est positif. Montrer
que le produit de deux matrices stochastiques et une ma-
trice stochastique.

Exercice 19 SoitA= (𝑎 𝑏
0 𝑎). Déterminer l’ensemble {M ∈

M2(R),AM=MA}.

Exercice 20 Soient A et B dansM𝑛(R) des matrices nil-
potentes (M est dite nilpotente s’il existe 𝑘 ∈ N,M𝑘 = 0)
qui commutent.

1. Montrer que AB et A+B sont nilpotentes.
2. Montrer que A et B ne sont pas inversibles.

Exercice 21 On définit la trace d’une matriceM∈M𝑛(R)
par

Tr(M) =
𝑛
∑
𝑘=1

M𝑘,𝑘.

1. Montrer que pour tout A,B ∈ M𝑛(R), Tr(A + λB) =
Tr(A)+λTr(B).

2. Montrer que pour tout A,B ∈M𝑛(R), Tr(AB) = Tr(BA).
3. Montrer que pour tout matrice P ∈ M𝑛(R) inversible,

Tr(P−1AP) = Tr(A).

4. Montrer que pour tout A ∈ M𝑛(R), Tr(A 𝑡A) ⩾ 0 et
Tr(A 𝑡A) = 0 ⟺ A= 0𝑛.

Exercice 22 Soit A,B ∈M𝑛(R)2 telles que AB−BA= A.

1. Montrer que Tr(A) = 0.
2. Montrer que A n’est pas inversible.
3. Montrer que pour tout 𝑘 ∈N∗,

A𝑘B−BA𝑘 =𝑘A𝑘.

Exercice 23 Soit A= (1 6
1 0) et P = (3 −2

1 1 ).

1. Calculer A2−A
2. En déduire queA est inversible et exprimer son inverse

en fonction de A et I2.
3. Démontrer que P est inversible et calculer son inverse.
4. Montrer que P−1AP est une matrice diagonale à déter-

miner.
5. Montrer que pour tout entier naturel 𝑛, A𝑛 = PD𝑛P−1.
6. Donner l’expression explicite de A𝑛.

On considère maintenant la suite (𝑢𝑛) définie par :

{ 𝑢0 =−1
2 ,𝑢1 = 1

∀𝑛 ∈N,𝑢𝑛+2 =𝑢𝑛+1+6𝑢𝑛+3

7. Calculer les premiers termes de la suite.
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8. Dans la suite du sujet, X𝑛 = (𝑢𝑛+1𝑢𝑛
) et B = (30)Vérifier

que pour tout entier naturel 𝑛 on a : X𝑛+1 =AX𝑛+B.

9. Résoudre l’équationAY+B = Y, d’inconnueY = ( 𝑥𝑦 ) ∈

M2(R). On notera L la matrice solution obtenue.
10. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel 𝑛

on a :

X𝑛 =A𝑛(X0−L)+L.

11. Déduire des questions précédentes que pour tout en-
tier naturel 𝑛 on a :

𝑢𝑛 =
3
10

(3𝑛−(−2)𝑛)−
1
2
.

Exercice 24 SoitM= ( 0 2
−1 3).

1. Soit P(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 + 2 un polynôme. Montrer que
P(M) = 02.

2. On suppose que pour tout𝑛 ∈N, il existe un polynôme
R(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥+𝑏𝑛 de degré strictement inférieur à 2 et un
polynômeQ𝑛 tels que

𝑥𝑛 =Q𝑛(𝑥)P(𝑥)+R(𝑥).

En utilisant les racines de P déterminer 𝑎𝑛 et 𝑏𝑛.
3. En déduire une formule pourM𝑛.

Exercice 25 On définit deux suites par

𝑢0 = 𝑣0 = 1 et ∀𝑛 ∈N,{
𝑢𝑛+1 =𝑢𝑛+𝑣𝑛
𝑣𝑛+1 =−𝑢𝑛+4𝑣𝑛

.

On définit A= ( 1 1
−1 4) et pour tout 𝑛 ∈N, X𝑛 = (𝑢𝑛𝑣𝑛

).

1. Montrer que pour tout 𝑛 ∈N,X𝑛 =A𝑛X0.
2. Montrer que A2 = 5A−6I2.
3. Montrer qu’il existe deux suites 𝑎𝑛 et 𝑏𝑛 telles que

∀𝑛 ∈N,A𝑛 = 𝑎𝑛A+𝑏𝑛I2

et qu’elles vérifient la relation de récurrence

𝑎𝑛+2 = 5𝑎𝑛+𝑏𝑛 et 𝑏𝑛+1 =−6𝑎𝑛.

4. Déterminer 𝑎0,𝑏0,𝑎1,𝑏1.
5. Montrer que pour tout 𝑛 ∈N,

𝑎𝑛+2 = 5𝑎𝑛+1−6𝑎𝑛.

6. Déterminer une expression explicite pour la suite 𝑎𝑛 et
la suite 𝑏𝑛.

7. En déduire une formule pour A𝑛.
8. En déduire une formule pour 𝑢𝑛 et 𝑣𝑛.
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