
DEVOIR MAISON # 10
Commutant d’une matrice diagonalisable.

Définition 1 | Commutant d’unematrice
Soit A ∈M𝑛(R), le commutant de la matrice A est l’ensemble

CA = {M ∈M𝑛(R),AM=MA}.

1. SoitM∈M𝑛(R). Montrer que (I,M,M2,…M𝑛2) est liée. En déduire queM admet un
polynôme annulateur.

2. [Commutant d’unematrice de taille 3]Dans cette question,D= ⎛
⎝

1 0 0
0 2 0
0 0 3

⎞
⎠
.

a) Montrer que CD est un espace vectoriel.
b) SoitM∈M𝑛(R), montrer que

M∈CD ⟺ M est diagonale.

c) En déduire une base de CD et sa dimension.
d) Soit P le polynôme défini par

∀𝑥 ∈R,P(𝑥) = (𝑥−1)(𝑥−2)(𝑥−3).

Montrer que P(D) = 03. En déduire que (I,D,D2,D3) est liée.
e) Soit G = Vect(I,D,D2). Montrer que (I,D,D2) est libre. En déduire la dimension

de G.
f ) Montrer que G ⊂ CD puis que G = CD. (Pour démontrer l’égalité, pensez à la di-

mension!)
g) Montrer que G= {P(D),P ∈R[𝑥]}.

3. [Commutant d’une matrice diagonale à coefficients distincts] Dans cette partie
D ∈M𝑛(R) est une matrice diagonale fixée. On note (𝑑1,…,𝑑𝑛) ses coefficients dia-
gonaux et on suppose qu’ils sont distincts deux à deux et qu’ils sont non nuls. On
rappelle que

CD = {M ∈M𝑛(R),DM=MD}.

a) Montrer que CD est un espace vectoriel.
b) SoitM∈M𝑛(R), montrer que

M∈CD ⟺ ∀(𝑖,𝑗) ∈ J1,𝑛K,𝑑𝑖M𝑖,𝑗 = 𝑑𝑗M𝑖,𝑗.

c) En déduire que CD est l’ensemble des matrices diagonales. Donner une base de
CD ainsi que sa dimension.
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d) Montrer que (I,D,…,D𝑛) est liée.
e) Endéduire que (I,D,…,D𝑛−1) est une famille génératrice deG= Vect(D𝑘,𝑘 ∈N).
f) Montrer que (I,D,…,D𝑛−1) est libre.

Indication : onmontreraque si∑𝑛−1
𝑖=0 λ𝑖D

𝑖 = 0𝑛 alors lepolynômeP(𝑥) =∑𝑛−1
𝑖=0 λ𝑖𝑥

𝑖

admet 𝑑1,…,𝑑𝑛 comme racines.
g) En déduire que (I,D,…,D𝑛−1) est une base de G.
h) Montrer que G⊂CD, puis que G=CD.

4. [Commutant d’une matrice diagonalisable] Dans cette question, A ∈ M𝑛(R) est
unematrice telle qu’il existeP ∈M𝑛(R) inversible telle queP−1AP =D est unematrice
diagonale à coefficients distincts non nuls.
a) Montrer que CA = {PNP−1,N ∈ CD}.
b) En déduire que CA = {Q(M),Q ∈R[𝑥]}.
c) En déduire la dimension de CA.
d) Montrer que (I,A,…A𝑛) est liée et en déduire qu’il existeQ ∈R𝑛[𝑥],Q(A) = 0𝑛.
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