DEVOIR MmAIsON # 1 O

Commutant d'une matrice diagonalisable.

Définition 1 | Commutant d’'une matrice
Soit A € M,,(R), le commutant de la matrice A est 'ensemble

C, = M €M, (R),AM = MA}.

1. Soit M € M,,(R). Montrer que (I, M, M?, ... M”Z) est liée. En déduire que M admet un
polynéme annulateur.

1 00
2. [Commutant d’'une matrice de taille 3] Dans cette question, D = (0 2 0).
0 0 3
a) Montrer que Cp, est un espace vectoriel.
b) Soit M € M,,(R), montrer que

Me Cp <= M est diagonale.

¢) En déduire une base de Cp, et sa dimension.
d) Soit P le polynome défini par

VxeRP(x)=(x-1)(x-2)(x-3).

Montrer que P(D) = 05. En déduire que (I, D,D? D?) est liée.

e) Soit G = Vect(I, D,D?). Montrer que (I, D,D?) est libre. En déduire la dimension
de G.

f) Montrer que G c Cp, puis que G = Cp,. (Pour démontrer 1'égalité, pensez a la di-
mension!)

g) Montrer que G = {P(D),P € R[x]}.

3. [Commutant d’'une matrice diagonale a coefficients distincts] Dans cette partie
D € M,,(R) est une matrice diagonale fixée. On note (d,, ..., d,) ses coefficients dia-
gonaux et on suppose qu'’ils sont distincts deux a deux et qu’ils sont non nuls. On
rappelle que

Cp = {Me M, (R),DM = MD}.

a) Montrer que Cp, est un espace vectoriel.
b) Soit M € M,,(R), montrer que

Me CD — V(l,]) € [[1, n]], diMi,j = ‘i]Ml,]

¢) En déduire que Cp, est 'ensemble des matrices diagonales. Donner une base de
Cp ainsi que sa dimension.
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d) Montrer que (I,D,...,D") est liée.
e) Endéduire que (I,D,...,D"!) est une famille génératrice de G = Vect(D¥, k € N).
f) Montrer que (I,D,...,D" 1) est libre.
Indication : onmontreraquesi Y./ \;Di =0, alorsle polynéme P(x) = POV A;x!
admet d,, ..., d, comme racines.
g) En déduire que (I,D,...,D""!) est une base de G.
h) Montrer que G c Cp, puis que G = Cp,.

4. [Commutant d’'une matrice diagonalisable] Dans cette question, A € M, (R) est
une matrice telle qu'il existe P € M,, (R) inversible telle que P"'AP = D est une matrice
diagonale a coefficients distincts non nuls.

a) Montrer que C, = {PNP™}, N e Cp}.

b) En déduire que C, = {Q(M),Q € R[x]}.

¢) En déduire la dimension de C,.

d) Montrer que (I,A,...A") est liée et en déduire qu'il existe Q € R,,[x], Q(A) =0,,.

PROBLEME 2 - COMMUTANT D’UNE MATRICE DIAGONALE

Définition 2 | Commutant d'une matrice
Soit A € M,,(R), le commutant de la matrice A est 'ensemble

C, ={MeM, (R),AM = MA}.

1. Lafamille est de cardinal n%+1 qui est strictement supérieur a n? qui estla dimension
de M,,(R) donc elle est liée. Donc il existe des réels non tous nuls tels que

n2
Z AiMi = On
i=0
Sion pose P(x) = l’.‘zzo \;x’, on a bien P(M) = 0.
1 00
2. [Commutant d’'une matrice de taille 3] Dans cette question, D = (0 2 0).

a) Montrons que Cp, est un sous-espace vectoriel de M5 (R).
* Par définition Cp < M3(R).
e Cp estnon vide car 03D = D03 donc 04 € Cpy.
* Soient A,B dans C, et A € R, alors
(A+AB)D=AD+ABD
=DA +ADB
=D(A + AB).

AinsiA +AB e Cp,.
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Cp est donc un sous-espace vectoriel de M;(R) donc c’est un espace vectoriel.

a b c
b) SoitM e M, (R). NotonsM=|d e f) ona
g h i

a b c\(1 00 1 0 O\fa b c
MECD@(d e f(O 2 0):(0 2 0|ld e f
g h iJ\o 0 3/ \oo3)\g h i

a 2b 3c a b c
:(d 2e 3f):(2d 2e Zf)

g 2h 3i 3g 3h 3i
b=2b
c=3c
d=2d
>
2f =3f
g =38
h=2h

< b=c=d=f=g=h=0
<= M est diagonale.

c) Une base de Cp, est donc E, 1, E, ,, E3 5 estla dimension de Cp, est 3.

d) Calcul direct. En développant le polyndme on obtient une combinaison linéaire
nulle des 4 matrices données.

e) Soient a, b, ¢ des réels tels que al, + bD + cD? = 0 alors

a+b+c 0 0
0 a+2b+4c 0 =04
0 0 a+3b+9c

donc on obtient le systeme

a+b+c=0
a+2b+4c=0
a+3b+9c=0

dont 'unique solution est (0,0,0) donc la famille est libre. On en déduit que
I,D, D, est une base de G (car elle est génératrice par définition) donc dim G = 3.
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f) Soit M € Cp, il existe a, b, ¢ tels que M = al, + bD + cD? eton a

MD = (al, + bD + cD?)D
=aD+ bD? + cD?
=D(aD + bD + cD?)
=DM.

Donc M € Cp. Ainsi G < Cp,.
Comme les deux espaces sont de dimension 3, on et qu'on a une inclusion, on
obtient G = Cy,.

3. [Commutant d’'une matrice diagonale a coefficients distincts] Dans cette partie
D € M,,(R) est une matrice diagonale fixée. On note (d,, ..., d,) ses coefficients dia-
gonaux et on suppose qu'’ils sont distincts deux a deux et qu’ils sont non nuls. On
rappelle que

Cp = {Me M, (R),DM = MD}.

a) Montrons que Cp, est un sous-espace vectoriel de M;(R).
 Par définition Cp = M,,(R).
e Cp estnon vide car 0,,D = DO0,, donc0,, € Cp,.
e Soient A,B dans C et A € R, alors

(A+AB)D =AD + ABD
= DA + ADB
= D(A + AB).

AinsiA +AB € Cp.
Cp est donc un sous-espace vectoriel de M,,(R) donc c’est un espace vectoriel.
b) Soit M € M,,(R). On calcule pour tout (i,j) € {1,..., n}

n
(MD);; = > M, Dy; =M;;D;; =M;;d;
k=1

car un seul terme de la somme n’est pas nul. De méme (DM); ; = d;M; ;. Ainsi
Me Cp
c) Léquivalence précédente devient,sii # j, (d;—d;)M; ; = 0soitM; ; = Ocar d; # d.
Si i = jI'égalité est toujours vérifiée. Cp, est donc I'ensemble des matrices diago-

nales. Il est de dimension n est un base (E; ;) eq,.. n}-
d) (I,D,...,D") est une famille de Cp, de cardinal n + 1 > dim C, donc elle est liée.

e)
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f) Montrons que (I,D,...,D"!) est libre. Soient Aoy ---»A,_; des réels tels que

n-1
Z Aka = On
k=0

Le calcul donne

YiloMedf 0
0 XioMdy O —0
0 0 e
0 0 Yriaedy

Donc le polynéme Q(x) = ZZ;(I) A\.x* admet d,, ..., d, comme racines, donc n
racines au moins, alors que son degré est au maximum 7 — 1, c’est donc le poly-
ndéme nul, donc ses coefficients, les A;. sont nuls. La famille est donc libre.

g) (I,D,...,D" 1) est libre et génératrice de G donc c’est une base de G.

h) On montre que G < C, comme dans le cas n = 3. De plus, les deux espaces sont
de dimension 7 donc ils sont égaux.

ECG 1 - Mathématiques approfondies Lycée Camille Vernet



Temporary page!

EIgX was unable to guess the total number of pages correctly. As there was some un-
processed data that should have been added to the final page this extra page has been
added to receive it.

If you rerun the document (without altering it) this surplus page will go away, because
KEIEX now knows how many pages to expect for this document.



