DEVOIR MmAIsonN# 1 11

PROBABILITES : MODELE DE GALTON-WATSON

Un modele de croissance probabiliste pour une population est le modele de Galton-
Watson. On considere une population dont on va décrire I’évolution génération par gé-
nération. Pour tout n € N, Z,, est la variable aléatoire qui compte nombre d’individus a
la génération n. On considere que :

* Les générations ne se superposent pas,

e Chaque individu a un nombre aléatoire de descendants : le nombre de descendants
d’un individu est une variable aléatoire. Les variables aléatoires pour chacun sont in-
dépendantes et de méme loi.

On s’intéresse aux conditions sous lesquelles on a extinction ou survie de I'espece.
On dit que la lignée est éteinte a la génération n si Z,, = 0 et on souhaite étudier la suite
de terme général P(Z,, = 0).

Formellement, le modele est donné par

Zn
Zo=letVneN,Z, =Y X,;
i=1
oulesvariables aléatoires (X,, ;) ienxn+ SONtavaleurs dans N et sontindépendantes
et de méme loi. X, ; est le nombre de descendants de I'individu numéro i de la géné-

ration n. On notera Y une autre variable aléatoire qui suit la méme loi que les variables
X

n,i-

Par exemple, siZ, = 12 alors Z,,,; =X, + - + X}, 15. Z,,,, estla somme du nombre
de descendants de chacun des 12 individus de la génération n.

On remarquera que comme Z, = 1, Z; = X,; qui est le nombre de descendants de

I'unique individu de la génération 0. Ainsi Z, et Y suivent la méme loi.

1. Que se passe-t-il si toutes les variables X, ; sont constantes égales a g € N?

2. Dans cette question, on suppose que le nombre de descendants de chaque individu
suit une loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1[. Montrer que pour tout n e N*,Z, =0
ouZ, =1etque

P(Z,=1)=p".

En déduire la valeur de lim,,_., ., P(Z,, = 0).
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3. On définit la suite (u,,) par u, = P(Z,, = 0). u,, est la probabilité que la lignée soit
éteinte a la génération n. Justifier que (u,,) est croissante puis qu’elle converge.

Dans la suite du sujet, on appelle la limite de (u,,) la probabilité d’extinction de la
lignée.
4. Etude compléte dans un cas simple.

Dans cette question uniquement, la loi de reproduction est la suivante : chaque in-
dividu a une probabilité p €]0,1] de donner deux descendants, par exemple en se
divisant, et 1 — p de disparaitre sans descendant.

a) Donner I'ensemble des valeurs prises par Z, ainsi que sa loi de probabilité. Cal-

culer E(Z,) et V(Z,).
b) Montrer que pour tout n € N,

P(Zn+1 =0)=(1- p)P(leo) (Zn+1 =0)+ PP(lez) (Zn+1 =0).

c) Justifier, avec une phrase, que Pz,-2 (Z,1=0)= uf, puis montrer que pour tout
neN,

Upy =(1—p)+ pu%z-
d) En déduire que les deux limites possibles de (u,,) sont 1 et 1_7”.
e) Montrer que si p < %, la probabilité d’extinction vaut 1. Commenter ce résultat.
f) Sip> %, montrer que pour tout z € N,

1-—
uns—p<1.

p
En déduire la valeur de la probabilité d’extinction. Commenter ce résultat.
g) Tracer la probabilité d’extinction en fonction de E(Z,).
5. Dans cette question uniquement, on suppose que la loi de reproduction est donnée
par

VkeN,P(Y=k)=pF(1-p),

pour une certaine valeur p €]0, 1] fixée.
a) On admet que pour tout k €N, Pz _¢)(Z,,,; =0) = uk. En utilisant un systéme
complet d’événements associé a Z;, montrer que

l1-p
VneN,u,,1=——.
1- puy
b) Onadmet que (u,) converge vers la plus petite des solutions de I’équation (d’in-
connue ¢)

1-—
r=—F

1-pft

Déterminer la probabilité d’extinction en fonction de p.
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¢) Reconnaitre laloi de Y+ 1. En déduire que les propositions suivantes sont équi-
valentes :
i. la probabilité d’extinction vaut 1.
ii. E(Y)<1.
Commenter.

ANALYSE

Etude des intégrales de Wallis

Pour tout entier naturel n, on pose :
W, = [Z (sin(z))" dr.
. Calculer W, et W;.
. Etudier les variations de la suite (W,,)
3. Démontrer que :

N =

n=0"

n+1

VneN, W, ,,=———
n+2 n+2

W,
puis que :
|
VneN, (n+1)W,W,,, = >

4. Déduire des questions précédentes que W,, ~ W, puisqueW, ~ /5.
n—+oo n—+oo
5. Montrer que :

_ 7 (2n)!
VnelN, WZn = EW

Démonstration de la formule de Stirling

n! e"

W

Pour tout entier naturel 7 non nul, on pose : u,, =

—

. Montrer que :

1 1
VneN*, ln(@) = 1—(n+—)ln(1+—)
U, 2 n

2. a) Rappeler le développement limité a I'ordre 3deln(1 + u) au voisinage de 0 .
b) En déduire que : In (M 1

Un ) n—+oo 1202
3. a) Déterminer la nature de la série de terme général (Inu,, ., —Inu,).

b) En déduire que la suite (u,,),., converge vers un réel .
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4. ATlaide des résultats de la partie I, déterminer la valeur de .
5. Démontrer alors la formule de Stirling :
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