
DEVOIR SURVEILLÉ # 2
Date : 13 novembre 2024

Durée : 4h

On rappelle les formules de trigonométrie suivantes : pour tout (𝑥,𝑦) ∈R2,

cos(𝑥+𝑦) = cos(𝑥)cos(𝑦)− sin(𝑥)sin(𝑦)
sin(𝑥+𝑦) = sin(𝑥)cos(𝑦)+cos(𝑥)sin(𝑦)
cos(2𝑥) = 2cos2(𝑥)−1
sin(2𝑥) = 2sin(𝑥)cos(𝑥).

SOMMES

Calculer le sommes suivantes :

1.
𝑛
∑
𝑖=0
(𝑖 +2)2.

2.
𝑛
∑
𝑗=0

(−1)𝑗

22𝑗
.

3.
𝑛
∏
𝑘=2

(1−
1
𝑘
) .

4.

∑
1⩽𝑖⩽𝑗⩽𝑛

𝑖
𝑗
.

5.

𝑛
∏
𝑘=1

2𝑘2

𝑘+1
.

Solution
1.

𝑛
∑
𝑖=0
(𝑖 +2)2 =

𝑛+2
∑
𝑘=2

𝑘2

=
𝑛+2
∑
𝑘=1

𝑘2−1 =
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
−1.
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2. On reconnaît une somme géométrique

𝑛
∑
𝑗=0

(−1)𝑗

22𝑗
=

𝑛
∑
𝑗=0

(−
1
4
)
𝑗

=
1−(−1

4)
𝑛

1− 1
4

= 4
1−(−1

4)
𝑛

3

3.
𝑛
∏
𝑘=2

(1−
1
𝑘
) =

𝑛
∏
𝑘=2

𝑘−1
𝑘

=
1
𝑛
par télescopage.

4.

∑
1⩽𝑖⩽𝑗⩽𝑛

𝑖
𝑗
=

𝑛
∑
𝑗=1

𝑛
∑
𝑖=1

𝑖
𝑗

=
𝑛
∑
𝑗=1

𝑖
𝑗

𝑛
∑
𝑖=1

𝑗

=
𝑛
∑
𝑗=1

1
𝑗
𝑗(𝑗 +1)

2

=
𝑛
∑
𝑗=1

𝑗 +1
2

=
1
2

𝑛
∑
𝑗=1

𝑗 +
1
2

𝑛
∑
𝑗=1

1

=
𝑛(𝑛+1)

4
+
𝑛
2
.

5.

𝑛
∏
𝑘=1

2𝑘2

𝑘+1
= 2𝑛

𝑛
∏
𝑘=1

𝑘
𝑛
∏
𝑘=1

𝑘
𝑘+1

= 2𝑛
𝑛!

𝑛+1
.

EXERCICES

Exercice 1 On définit la fonction 𝑓 par

𝑓(𝑥) = ln(
𝑥−2
1−𝑥

) .
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1. Prouver queD𝑓 =]1,2[.

Solution
Soit 𝑥 ∈R, 𝑥 ∈D𝑓 ⟺ 𝑥−2

1−𝑥 > 0. Une étude de signe donne 𝑥 ∈]1,2[.

2. Dresser le tableau de variations de 𝑓.

Solution
𝑓 est dérivable par composition et quotient : 𝑓 = ln∘𝑢 avec𝑢(𝑥) = 𝑥−2

1−𝑥 . Pour tout
𝑥 ∈]1,2[,

𝑓′(𝑥) =
𝑢′(𝑥)
𝑢(𝑥)

=
1−𝑥−(−1)(𝑥−2)
−(1−𝑥)2𝑢(𝑥)

=
−1

(1−𝑥)2𝑢(𝑥)
< 0

car 𝑢(𝑥) < 0.

Ainsi 𝑓 est strictement décroissante Déterminons les limites :

lim
𝑥→1+

𝑥−2 =−1 et lim
𝑥→1+

1−𝑥 = 0−

donc lim𝑥→1+
𝑥−2
1−𝑥 =+∞.

Par composition, lim𝑥→1+ 𝑓(𝑥) = +∞.

lim
𝑥→2

𝑥−2
1−𝑥

= 0

donc par composition, lim𝑥→2 𝑓(𝑥) = −∞.

3. Montrer que 𝑓 est injective.

Solution
Deux solutions ici, soit on suppose 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) et il est facile de retrouver 𝑥 = 𝑦,
soit on dit qu’une fonction strictement décroissante est injective.
On obtient le tableau de variations suivant :

𝑥

𝑓(𝑥)

1 2

+∞+∞

−∞−∞

4. Montrer que 𝑓 (considérée comme une fonction deD𝑓 dans R) est surjective.
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Solution
Soit 𝑦 ∈R, on cherche 𝑥 ∈]1,2[ tel que 𝑓(𝑥) = 𝑦.

𝑓(𝑥) = 𝑦 ⟺ ln(
𝑥−2
1−𝑥

) = 𝑦

⟺
𝑥−2
1−𝑥

= 𝑒𝑦

⟺ 𝑥−2=−𝑥𝑒𝑦+𝑒𝑦

⟺ 𝑥+𝑥𝑒𝑦 = 2+𝑒𝑦

⟺ 𝑥(1+𝑒𝑦) = 2+𝑒𝑦

⟺ 𝑥=
2+𝑒𝑦

1+𝑒𝑦
.

Et on a bien 2+𝑒𝑦
1+𝑒𝑦 ∈]1,2[. Ainsi tout réel 𝑦 a bien un antécédent donc la fonction

est surjective.
Remarque 0.1 — Onpouvait aussi utiliser le théorèmede le bijection continue.

5. Donner l’expression de la bijection réciproque de 𝑓.

Solution
D’après le calcul précédent, pour tout 𝑥 ∈R,𝑓−1(𝑥) = 𝑒𝑦+1

𝑒𝑥+2 .

Exercice 2 On définit la suite (𝑢𝑛) définie surN par :

𝑢0 = 4 𝑢1 =−5 𝑢2 = 13 et ∀𝑛 ∈N 𝑢𝑛+3−3𝑢𝑛+1+2𝑢𝑛 = 0.

Soit (𝑣𝑛) la suite définie surN par : ∀𝑛 ∈N 𝑣𝑛 =𝑢𝑛+1+2𝑢𝑛.

1. Montrer que pour tout 𝑛 ∈N,𝑣𝑛+2 = 2𝑣𝑛+1−𝑣𝑛.

Solution
Pour tout 𝑛 ∈N,

𝑣𝑛+1−𝑣𝑛 = 2𝑢𝑛+2+4𝑢𝑛+1−𝑢𝑛+1−2𝑢𝑛
= 2𝑢𝑛+2+3𝑢𝑛+1−2𝑢𝑛
= 2𝑢𝑛+2+𝑢𝑛+3
= 𝑣𝑛+2.

2. Déterminer l’expression de 𝑣𝑛.
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Solution
On reconnaît une suite récurrente linéaire d’ordre 2 de polynôme caractéristique
𝑥2−2𝑥+1 = (𝑥−1)2. Ainsi il existe λ,μ des réels tels que pour tout 𝑛 ∈N,

𝑣𝑛 = (λ+𝑛μ)1𝑛 = λ+𝑛μ.

De plus 𝑣0 = 𝑢1 +2𝑢0 = 3 donc λ = 3 et 𝑣1 = 𝑢2+2𝑢1 = 3 donc λ+μ = 3 donc
μ= 0. Ainsi 𝑣𝑛 = 3.

3. En déduire que pour tout 𝑛 ∈N,𝑢𝑛+1 =−2𝑢𝑛+3.

Solution
Pour tout 𝑛 ∈N, 𝑢𝑛+1−2𝑢𝑛+𝑣𝑛 =−2𝑢𝑛+3.

4. Déterminer l’expression de la suite (𝑢𝑛).

Solution
C’est une suite arithmético-géométrique. On cherche un point fixe ℓ :

ℓ =−2ℓ+3 ⟺ 3ℓ = 3 ⟺=ℓ= 1.

Pour tout 𝑛 ∈N,𝑢𝑛+1−1 =−2(𝑢𝑛−1) donc (𝑢𝑛−1) est géométrique et alors

𝑢𝑛−1 = (−2)𝑛(𝑢0−1)

soit

𝑢𝑛 = 1+(−2)𝑛(𝑢0−1) = 1+(−2)𝑛3−1.

Exercice 3 Soient (𝑎,𝑏,𝑐,𝑑) ∈ R4 tels que 𝑎𝑑−𝑏𝑐 ≠ 0 et 𝑐 ≠ 0. On souhaite étudier la
fonction définie par 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑 .

1. Déterminer l’ensemble de définition de 𝑓. On le noteraD𝑓.

Solution
𝑓 est définie en 𝑥 si 𝑐𝑥+𝑑 ≠ 0 ⟺ 𝑥≠ −𝑐

𝑑 . DoncD𝑓 =R\{−𝑐𝑑 }.

2. Montrer que 𝑓 réalise une bijection entreD𝑓 et R\{α} où α est un réel à déterminer.
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Solution
Soit 𝑦 ∈R, on cherche un antécédent de 𝑦 par 𝑓. Soit 𝑥 ∈D𝑓 ∶

𝑓(𝑥) = 𝑦 ⟺
𝑎𝑥+𝑏
𝑐𝑥+𝑑

= 𝑦

⟺ 𝑎𝑥+𝑏 = 𝑐𝑥𝑦+𝑑𝑦
⟺ 𝑎𝑥+𝑐𝑥𝑦 = 𝑑𝑦−𝑏
⟺ (𝑎+𝑐𝑦)𝑥 = 𝑑𝑦−𝑏

⟺ 𝑥=
𝑑𝑦−𝑏
𝑎+𝑐𝑦

si on suppose 𝑦 ≠−
𝑎
𝑐
.

Donc si 𝑦 ≠ −𝑎
𝑐 , 𝑦 admet bien un unique antécédent par 𝑓. Pour montrer que 𝑓

réalise une bijection entreD𝑓 etR\{−𝑎
𝑐 } il suffit de prouver que−𝑎

𝑐 n’a pas d’anté-
cédent. Pour𝑦 =−𝑎

𝑐 l’équation devient𝑑𝑦−𝑏 = 0 soit𝑦 = 𝑏
𝑑 ce qui est impossible

car 𝑏
𝑑 ≠−𝑎

𝑐 car 𝑎𝑑−𝑏𝑏 ≠ 0.

Exercice 4 Soit 𝑛 ∈N, pour tout𝑚∈ {0,1,2,3,4}, on définit

S𝑚 =
𝑛
∑
𝑘=0

𝑘𝑚.

1. Sans démonstration, donner les valeurs de S0,S1,S2,S3.

Solution

S0 =𝑛, S1 =
𝑛(𝑛+1)

2

S2 =
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
, ,S3 =

𝑛2(𝑛+1)2

4
.

2. Pour tout 𝑘 ∈ {0,…5}, donner les valeurs de (5𝑘).

Solution

(
5
0
) = 1,(

5
1
) = 5,(

5
2
) = 10,(

5
3
) = 10,(

5
4
) = 5,(

5
5
) = 1.

3. Pour tout 𝑘 ∈N, développer explicitement (𝑘+1)5.

Solution

(𝑘+1)5 =𝑘5+5𝑘4+10𝑘3+10𝑘2+5𝑘+1.

4. Exprimer∑𝑛
𝑘=0(𝑘+1)

5−𝑘5 en fonction de S0,S1,S2,S3,S4.
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Solution

𝑛
∑
𝑘=0

(𝑘+1)5−𝑘5 =
𝑛
∑
𝑘=0

𝑘5+5𝑘4+10𝑘3+10𝑘2+5𝑘+1−𝑘5

=
𝑛
∑
𝑘=0

5𝑘4+10𝑘3+10𝑘2+5𝑘+1

= 5S4+10S3+10S2+5S1+S0 par linéarité.

5. Calculer∑𝑛
𝑘=0(𝑘+1)

5−𝑘5 d’une autre façon.

Solution
Par télescopage,

𝑛
∑
𝑘=0

(𝑘+1)5−𝑘5 = (𝑛+1)5−05 = (𝑛+1)5.

6. En déduire la valeur de S4.

Solution
On en déduit que

S4 =
(𝑛+1)5−5S3−10S2−5S1−S0

5
.

Exercice 5 Soit 𝑥 ∈ ℝ\{1} et 𝑛 ∈ℕ. On souhaite calculer la somme

S𝑛(𝑥) =
𝑛
∑
𝑘=0

𝑘𝑥𝑘.

Soit 𝑓 la fonction définie par

𝑓(𝑥) =
𝑛
∑
𝑘=0

𝑥𝑘.

1. Montrer que 𝑥𝑓′(𝑥) = S𝑛(𝑥).

Solution
On en déduit que Par linéarité de la dérivée,

𝑓′(𝑥) =
𝑛
∑
𝑘=0

𝑘𝑥𝑘−1

donc

𝑥𝑓′(𝑥) =
𝑛
∑
𝑘=0

𝑘𝑥𝑘.

2. Calculer la somme 𝑓(𝑥) puis en déduire une autre valeur pour 𝑓′(𝑥).
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Solution
La somme vaut, pour 𝑥 ≠ 1,

𝑓(𝑥) =
1−𝑥𝑛+1

1−𝑥
.

En dérivant, on obtient pour tout 𝑥 ≠ 1 :

𝑓′(𝑥) =
−(𝑛+1)𝑥𝑛(1−𝑥)+1−𝑥𝑛+1

(1−𝑥)2
=
𝑛𝑥𝑛+1−(𝑛+1)𝑥𝑛+1

(1−𝑥)2
.

3. En déduire la valeur de S𝑛(𝑥).

Solution
On en déduit

S𝑛(𝑥) = 𝑥𝑓′(𝑥) = 𝑥
−(𝑛+1)𝑥𝑛(1−𝑥)+1−𝑥𝑛+1

(1−𝑥)2
=
𝑛𝑥𝑛+1−(𝑛+1)𝑥𝑛+1

(1−𝑥)2
.
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Exercice 6

1. Question de cours.Donner, sans démonstration, le tableau de variation de la fonc-
tion Arctangente, limites comprises.

2. Montrer que pour tout 𝑥,𝑦 tels que tan(𝑥), tan(𝑦) et tan(𝑥+𝑦) existent, on a :

tan(𝑥+𝑦) =
tan(𝑥)+ tan(𝑦)
1− tan(𝑥) tan(𝑦)

.

En déduire que

tan(𝑥−𝑦) =
tan(𝑥)− tan(𝑦)
1+ tan(𝑥) tan(𝑦)

.

Solution
Pour des tels 𝑥,𝑦 on a :

tan(𝑥+𝑦) =
sin(𝑥+𝑦)
cos(𝑥+𝑦)

=
cos(𝑥)sin(𝑦)+ sin(𝑥)cos(𝑦)
cos(𝑥)cos(𝑦)sin(𝑥)sin(𝑥)

.

Or,

tan(𝑥)+ tan(𝑦)
1− tan(𝑥) tan(𝑦)

=
sin(𝑥)
cos(𝑥) +

sin(𝑦)
cos(𝑦)

1− sin(𝑥)
cos(𝑥)

sin(𝑦)
cos(𝑦)

= cos(𝑥)cos(𝑦)
sin(𝑥)
cos(𝑥) +

sin(𝑦)
cos(𝑦)

cos(𝑥)cos(𝑦)− sin(𝑥)sin(𝑦)

=
cos(𝑥)sin(𝑦)+ sin(𝑥)cos(𝑦)
cos(𝑥)cos(𝑦)sin(𝑥)sin(𝑥)

= tan(𝑥+𝑦) , d’où l’égalité annoncée.

Pour la deuxième formule

tan(𝑥−𝑦) = tan(𝑥+(−𝑦))

=
tan(𝑥)+ tan(−𝑦)
1− tan(𝑥) tan(−𝑦)

=
tan(𝑥)− tan(𝑦)
1 tan(𝑥) tan(𝑦)

car tan est impaire.

3. En déduire que pour tout 𝑥 ∈R,

tan(arctan(1+𝑥)−arctan(𝑥)) = tan(arctan(
1

1+𝑥+𝑥2
)) .
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En déduire qu’il existe 𝑘 ∈ Z tel que

arctan(1+𝑥)−arctan(𝑥) = arctan(
1

1+𝑥+𝑥2
)+𝑘π.

Solution
On calcule :

tan(arctan(1+𝑥)−arctan(𝑥)) =
tan(arctan(1+𝑥))− tan(arctan(𝑥))
1+ tan(arctan(1+𝑥)) tan(arctan(𝑥))

=
1+𝑥−𝑥

1+(1+𝑥)𝑥

=
1

1+𝑥+𝑥2

= tan(arctan(
1

1+𝑥+𝑥2
)).

arctan(1+𝑥)− arctan(𝑥) et arctan ( 1
1+𝑥+𝑥2 ) ont la même tangente, donc ils sont

distants d’un multiple de π donc il existe 𝑘 ∈ Z tel que

arctan(1+𝑥)−arctan(𝑥) = arctan(
1

1+𝑥+𝑥2
)+𝑘π.

4. Montrer que

−π< arctan(1+𝑥)−arctan(𝑥)−arctan(
1

1+𝑥+𝑥2
) < π

Solution
Les arguments dans les arctangentes sont strictement positifs, donc les arctan-
gentes sont strictement comprises entre 0 et π2 . Ainsi

arctan(1+𝑥)−arctan(𝑥)−arctan(
1

1+𝑥+𝑥2
) <

π
2
−0−0 ⩽

π
2
< π

et

arctan(1+𝑥)−arctan(𝑥)−arctan(
1

1+𝑥+𝑥2
) > 0−

π
2
−
π
2
> −π.

On a bien obtenu l’encadrement voulu.

5. En déduire que que arctan(1+𝑥)−arctan(𝑥) = arctan ( 1
1+𝑥+𝑥2 ).

Solution
arctan(1+𝑥)−arctan(𝑥)−arctan ( 1

1+𝑥+𝑥2 ) est unmultiple entier de π strictement
compris entre −π et π, donc c’est forcément zéro.
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6. En déduire la valeur de la somme
𝑛
∑
𝑘=0

arctan(
1

1+𝑘+𝑘2
) .

Solution
Pour tout 𝑛 ∈N,

𝑛
∑
𝑘=0

arctan(
1

1+𝑘+𝑘2
) =

𝑛
∑
𝑘=0

arctan(𝑘+1)−arctan(𝑘)

= arctan(𝑛+1)−arctan(0) par télescopage
= arctan(𝑛+1).

Exercice 7 Soit 𝑓 la fonction de R2 dans R2 définie par

∀(𝑥,𝑦) ∈R2,𝑓(𝑥,𝑦) = (𝑥+𝑦,𝑥−2𝑦).

Montrer que 𝑓 est bijective.
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PROBLÈME : UN COUPLE DE SUITES

Dans tout le problème, 𝑥 ∈]0, π2 [ est un réel fixé.

1. On définit une suite (𝑢𝑛) par

𝑢0 cos(𝑥) et ∀𝑛 ∈N,𝑢𝑛+1 =𝑢𝑛 cos(
𝑥

2𝑛+1
) .

a) (*) Montrer par récurrence que pour tout 𝑛 ∈ N,𝑢𝑛 = sin(𝑥)cos(𝑥)
2𝑛 sin( 𝑥

2𝑛 )
. (Indication :

pour l’hérédité, on pourra commencer par calculer sin( 𝑥
2𝑛+1 )𝑢𝑛+1.)

On admet ensuite que si une suite (𝑥𝑛) tend vers 0 alors lim
sin(𝑥𝑛)
𝑥𝑛

= 1.

b) Montrer que lim𝑢𝑛 =
sin(𝑥)cos(𝑥)

𝑥 .
2. On définit deux suites (𝑎𝑛) et (𝑏𝑛) par

{
𝑎0 = 1
∀𝑛 ∈N,𝑎𝑛+1 =

𝑎𝑛+𝑏𝑛
2

et
⎧
⎨
⎩

𝑏0 = 1
cos(𝑥)

∀𝑛 ∈N,𝑏𝑛+1 =√𝑎𝑛+1𝑏𝑛
.

a) Montrer que pour tout 𝑛 ∈N,𝑎𝑛 > 0 et 𝑏𝑛 > 0.
b) (*) Montrer que pour tout 𝑛 ∈N,

𝑏𝑛+1−𝑎𝑛+1 =
√𝑎𝑛+1

2(√𝑎𝑛+1+√𝑏𝑛)
(𝑏𝑛−𝑎𝑛).

c) Montrer que pour tout 𝑛 ∈N, 𝑏𝑛−𝑎𝑛 > 0.
d) En déduire que (𝑎𝑛) est croissante et que (𝑏𝑛) est décroissante.
e) En utilisant les deux questions précédentes,montrer que (𝑎𝑛) estmajorée et que

(𝑏𝑛) est minorée.
f) Montrer que (𝑎𝑛) et (𝑏𝑛) convergent.
g) Montrer que pour tout 𝑛 ∈N,

𝑏𝑛+1−𝑎𝑛+1 ⩽
𝑏𝑛−𝑎𝑛

2
.

h) Montrer que pour tout 𝑛 ∈N,

0 < 𝑏𝑛−𝑎𝑛 ⩽
1
2𝑛

(
1

cos(𝑥)
−1) .

On en déduit que lim𝑎𝑛 = lim𝑏𝑛. On note ℓ cette limite.

3. a) Montrer que pour tout 𝑛 ∈N,

𝑎𝑛 =𝑢𝑛
cos ( 𝑥2𝑛 )
cos2(𝑥)

et 𝑏𝑛 =
𝑢𝑛

cos2(𝑥)
.

b) En déduire la valeur de ℓ.
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