DEVOIR SURVEILLE # 31N

Date : 18 décembre 2024 - Durée : 4h - Baréeme indicatif:5-9-9.

EXERCICES

Consignes : Vous avez deux choix :

¢ Choix 1 : Exercices 1,2,3,4
¢ Choix 2 : Exercices 1,2,5

Exercice 1 Résoudre le systéeme linéaire suivant :

x-2y+3z =1
2x+y+z =4
xX+3y—-2z =m

avec m € R. On distinguera deux cas en fonction de la valeur de m (ceux-ci apparaitront
naturellement si vous réalisez un pivot de Gauss).

Exercice 2 On définit une suite (u,,) par u, =0etVn e N, u,,, = u, +cos(u,,).

1. Dresser le tableau de variations de la fonction f : x € [0, 5] — x + cos(x).
2. Montrer que pour tout n € N, u,, € [0,% .
3. Montrer que (u,,) converge.
4. Déterminer limu,,.
. . a b A O
Exercice 3 SoitM = (c d) e M,(R)etA = 0 u avec [ # A. Calculer AM et MA et en

déduire que M commute avec A si et seulement si M est diagonale.
Exercice 4 On consideére une suite (S,,) définie par
n (_ l)k—l
S, =Y —2
=T

Montrer que (S,,,) et (S,,.,) sont adjacentes. En déduire que (S,,) converge.
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Exercice 5 Quelles sont les fonctions f € C(R) telles que pour tout x € R, f(x*) =

f(x).

1.
2.

o

Démontrer que f est paire.
Soit x €] — 1, 1[, on définit une suite (u,) par

up=xetvneN,u,,, = .

Montrer que f(u, ) est constante. Démontrer que lim u,, = 0 puis que f(x) = f(0).
Soit x €]1, +o0o[, on définit une suite (u,,) par

up=xetvneN,u,,, =\/u,.

Montrer que f(u,) est constante. Démontrer que lim u,, = 1 puis que f(x) = f(1).
Montrer que f(0) = f(1). (Si besoin, faire un dessin!).

Montrer que pour tout x € R, f(x) = f(0).

Quelles sont les fonctions solution du probleme?

PROBLEME 1 - ANALYSE

On consideére la fonction définie sur |0, 1[ par

f(x):%six>0etf(0):0.

Partie A - Etude de la fonction f

. Montrer que f est dérivable sur ]0,1[ etquel'ona:

1
x(1-x)(In(x))

Montrer f est continue en 0.

a) Justifier: Vr€]0,1[, tIn(¢) <0

b) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur [0, 1[.
Déterminer lim, _,, @ En déduire que f est dérivable en 0 et préciser f'(0). (On

f(0)

calculera lim, _,, %. Indication : on doit trouver zéro!)

Calculerlalimite de f en 1. Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de

f?

vx€]0,1[, f'(x) = (= xIn(x)—(1-x)In(1-x))

. Tracer l'allure de la courbe représentative de f en faisant figurer la tangente en 0 et

les asymptotes infinies éventuelles.

. Justifier que f est réalise une bijection entre [0, 1] et un intervalle a déterminer. Dres-

ser le tableau de variations de ™!, limites comprises.
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Partie B - Etude d’une suite

On note, pour tout n de N*, (E,,) 'équation: x" + x —1 =0.

8. Soit n € N*. Etudier les variations sur R, de la fonction x — x" +x — 1.
En déduire que I'équation (E, ) admet une unique solution sur R, que l'on note u,,.
9. Montrer que, pour tout n de N*, u,, appartient a I'intervalle ]0, 1[.
10. Déterminer u, et u,.
11. a) Recopier et compléter la fonction Python suivante afin que, prenant en argu-
ment un entier n de N*, elle renvoie une valeur approchée de u, a 1072 pres,
obtenue a l'aide de la méthode par dichotomie.

def valeur_approchee(n):

a=20
b=1
while

return( )

b) On représente alors les premiers termes de la suite (u,),cn+ €t On obtient le
graphe suivant.
Quelles conjectures peut-on faire sur la suite (#,,) ,en+ cONcernant samonotonie,
sa convergence et son éventuelle limite?

12. a) Montrer, pour tout nde N* : f(u,,) = n.
b) En déduire que la suite (u,,),,cn+ €St cCroissante.
c) Montrer que la suite (u,,),en+ cOnverge et préciser sa limite.
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PROBLEME 2 - PUISSANCES D’UNE MATRICE

Partie A - Introduction

1 -1 0 1 00 0 -1 0
On considere les matricesA=|1 0 1 1 |,D=| 0 1 0 |etN=] 0 0 1 |.

0 0 2 0 0 2 0 0 O

1. Exprimer la matrice A a l'aide des matrices D et N.
2. Vérifier que DN = N et calculer ND. Les matrices N et D commutent-elles?

La décomposition précédente de A ne permet pas de calculer A" a I'aide de la formule
dubindme de Newton. Lobjet de I'exercice est de proposer deux méthodes pour calculer
une expression de A” en fonction de n € N.

Partie B - Premiére méthode

On considere trois suites (a,,) e » (Dp) jen+ €t (C) ,en+ telles que
a,=-1,b,=0,¢, =1

et, pour tout n € N*,
Ani1 =0, =1, by =by,—Cp  Cpp—¢, =2"

Exprimer, pour tout n € N*, a,, en fonction de n.

Soit n € N*, calculer la somme Y !~} 2%

Montrer que pour tout n € N* ¢, =2" — 1.

Démontrer que pour tout n € N*, b, = (n+1) —2".

Justifier qu'il existe trois suites (1,,),en+r (V) nen €6 (W) ,en+ telles que pour tout

neN*:
1 u, v,
A"=10 1 w,
o o 2"

8. Soit n € N*, montrer que pour tout n € N,

NSO w

u,=a,v,=b,etw,=c,.

9. En déduire, pour tout n € N*, une expression de A" en explicitant ses coefficients.
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10.

11.

12.
13.
14.
15.
16.

17.
18.
19.

Partie C - Seconde méthode

1 0 1
OnposeP=| 0 1 -1 |.Montrer que P estinversible et que P~ = P.
0 0 -1
0 -1 0
OnnoteS=P 'APetM=| 0 0 O |;montrer que S =D +M (ou D est la matrice
0 0 O

donnée en début d’énoncé).

Soit k € N, exprimer D* en fonction de k.

Calculer M?. et en déduire, pour tout entier k = 2, la matrice Mk,
Montrer que MD = DM.

Pour tout entier n € N, exprimer () en fonction de n.

Montrer que pour tout 7 € N :

S"=D"+nD" 'M =D" + nM.

Cest ici quon peut sen sortir avec le bindme de Newton mais ce nest pas obligatoire.
Exprimer S” en explicitant ses coefficients en fonction de n, pour tout n € N.
Démontrer que pour tout n € N,A"” = PS"P~L.

Déduire des deux questions précédentes 'expression A" en explicitant ses coeffi-
cients en fonction de n.
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