DEVOIR SURVEILLE # DN

Date : 2 avril 2025 - Durée : 4h
Baréme : 10, 10, 20, 20, 40 (en pourcentage du total).

EXERCICES

1. Justifier que la série suivante est convergente et calculer sa somme

3 (-3)"
= 22n+1 .

2. Déterminer la nature de la série suivante en fonction de o > 0.
1-cos(+z)
3. Soit n € N*, E = R,,[X]. On définit
F={PeE,P(1)=P(0).}

Déterminer une base de F et justifier que dim(F) = n. Montrer que E = F & Vect(x).

SYMETRIES VECTORIELLES

Soit n € N* et M € M,,(R) telle que M? =1,,. Soit E = M,, ; (R), on définit
F={XeEMX=X}etF = {XeEMX = -X].

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M. On admet que F' en est un.
2. Montrer que FNF = {0g}.
3. Soit X € E, montrer que

X+MXeFetX-MXeF.

4. En déduireque E=FoF'.
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CARRES MAGIQUES

Soit n € N* et M € M,,(R). On note pour tout i € {1, ... n},

n
‘(M) =) M; ; (la somme des coefficients de la matrice sur ligne i)
j=1

etpourtoutje{l,..., n},

n
¢j(M) = > M; (la somme des coefficients de la matrice sur colonne j).
i=1

On note aussi

dM)=) M;;etd,(M)=) M, | ;;
iz

i=1
les sommes sur les diagonales.

On dit qu’une matrice est un carré magique si pour tout (i, j) € [1, n]*¢;(M) = ¢j(M) =
d, (M) = d,(M). On note alors s(M) la valeur commune et on dit que M est un carré ma-
gique de somme s(M). On note E, 'ensemble des carrés magique et K,, 'ensemble des
carrés magiques de somme nulle. On note J,, la matrice de M,,(R) avec 1 pour chaque
coefficient.

1. Montrer que E,, est un espace vectoriel. On admet que K,, en est un.
2. Montrer que E, = Vect(J,) et K, = {0,}.
3. SoitM € E,,. Montrer que M — LE/UI,, € K,,. En déduire que E,, = K,, + Vect(],,).
4. Montrer que E,, =K,, ® Vect(J,,).
5. Soit M € M,,(R), montrer qu’il existe de matrices (M;, M, ) ol
* M, est antisymétrique
* M, est symétrique

° M = Ml + Mz.
¢ Indication : on obtiendra
M-'™™M M+ M
Ml = et MZ = .

2

Dans la suite de I'exercice, on traite le cas n = 3.
6. On définit les matrices

0o 1 -1 1 -1 O
A=|-1 0 1 |etB=]-1 0O 1.
1 -1 0 0o 1 -1

Soit M € Kj. Montrer que M, € K5 et M, € K;. Montrer que M, € Vect(A) et M, €
Vect(B).
7. En déduire une base de K; puis montrer que (J5,A, B) est une base de E;.
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n ETUDE DE QUELQUES SERIES

o]
Dans cet exercice x désigne un élément de ]0,1[. Pour n € N*, on pose S, = )_ %
k=1
1 k+1 1 1
1. a) Soit k € N*. Démontrer que l'on a: < f —dr < —
k+1 k k’
: : - s o T4 ndr 1
b) Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Démontrer que: S, — 1 < s <S§,--—.
1 n
¢) En déduire, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, un encadrement de S,,.

d) Démontrer que S, ln n.

2. Informatique.
a) On considere la fonction suivante écrite en langage Python.

def rang(a):

k=1

s=1

while s<a:
k=k+1
s=s+1/k

return k

Expliquer ce que produit I'appel rang (50).
b) Lappel

np.exp(49)
renvoie : 1.9073465724950998e+21.

Expliquer rapidement ce que cela laisse penser si l'on fait I'appel rang (50).

n
3. a) Soient n € N* et € [0, x]. Simplifier la somme ) k-1,

k:
n yk ' x
b) En déduire que pour tout n € N* on a Z == —In(1-x)- f T dr.
: 0 -
x " !
¢) Démontrer que : limn_,+oof = dr =0.
;k +00 xk
d) En déduire que la série ) — converge, de somme ) — =—In(1-x).
k=1 k=1
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n PROBLEME

. : . 1
On admet que, si une suite (u,,),5; converge vers £, alorsona:lim, ., —>7_ u; =¢.
n

Dans toute la suite, on considere une suite (x,,),en+ de réels positifs telle que la série de
terme général x,, converge. Pour tout entier naturel n non nul, on note :

n

1 n
Z Sk etyn =

n
Sn: Zxk’Tn:
k=1 n+1i5

— ) ix;.
nn+1)5 '

1
1. a) Montrerque:VneN*Y1_ v = ?Zyzl(”l +1-1i)x;.
n
En déduire ensuite que, pour tout nde N*, ona: ¥} _, y. =T,.

b) En utilisant le résultat admis au début de ce probleéme, établir que la série de
terme général y, converge et que: Y. ;% ¥, = X1 X,,.
1
2. Dans cette question, on pose, pour tout entier naturel n non nul : z,, = (IT}_, Xz )" .
On se propose de montrer que la série de terme général z,, converge et que sa somme

vérifie :

+00 +00
Y z,<ed x,
n=1 n=1

a) Ondit qu'une fonction f de classe C*™ sur un intervalle I est concave si pour tout
x €1, f"(x) < 0. Montrer que In est concave sur un intervalle a déterminer.
b) On admet que si une fonction f est concave sur un intervalle I, alors, pour tout

1 Z 1 Z
entier naturel n nonnul,ona:Vv(a,,a,,...,a,) €1, = Y f(a;) sf(— > ak).
n =1 n =1

Montrer que : Vn € N*, Y(ay, a,,...,a,) € (R,)", (1T, ak)% < ;Zzﬂ ay.
1
c) Justifier que, pour tout entier naturel n nonnul,ona: z, = W ( =1 kxk)l/ ",
. n+1
En déduire que : z,, < W V-
d) Montrer que, pour tout réel x positif, ona: In(1 + x) < x.
1\n
e) En déduire que: Vn € N, (1 + —) <e.
n
. | (n+1)" ., 1)k
f) Etablir que, pour tout entier naturel » non nul, on a: —= [T, |1+ A
n

Montrer enfin que la série de terme général z,, convergeetque:Y ;% z, < e X 7% X,,.
3. a) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 et pour tout k élé-

1 k 1 k+1
ment de l,n—l,ona:—ln(—)s ,ﬁ;c;l)/"lnxdxs—ln( )
n n n n
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b) Calculer I'intégrale fll/n In(x)dx et en déduire que :

1 1 k 1 Inn
VneN,n=2, -1+—<=) In[—|<-1+—+—.
n nig; \n n n
. L 1, k . 1\/n e
c) Déterminer lim,, ., —X7_, In|—|, puis établir que : | — ~ -
no—" n n! n—+oo 1

4. On admet que si deux séries a termes positifs, de termes généraux équivalents, di-
vergent, alors leurs sommes partielles d'ordre m sont équivalentes lorsque m est au
voisinage de +oo.

Soit N un entier naturel non nul quelconque. On considére une suite (x,,) e+ parti-
culiere que I'on note (x,,(N)),,cx+ définie par: x,,(N) = stn el ..., N}.
0 sinon

On pose, comme 2 la deuxiéme question : ¥n € N*, z,(N) = (IT7_, x,,(N))"/".

: +00 +00 :
a) Ecrire ) 7> x,(N) et 7 fo'é(N) sous forme de sommes finies.

> 2,(N)

2 *u(N)

n=
c) Conclure que e estla plus petite des constantes A tellesque Y75 z, <A Y x,.

b) En déduire que limy_ o, =e.
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n FONCTIONS ABSOLUMENT MONOTONES

Soient I un intervalle de R et f une fonction C* de I a valeurs dans R,

On dit que la fonction f est Absolument Monotone sur I si
vneN,Vxel, f0(x)=0.

1. Montrer que exp est absolument monotone sur R.
2. Généralités et Exemples.
a) Soient f et g deux fonctions Absolument Monotone sur I.
Montrer que les fonctions f + g et f x g sont Absolument Monotone sur 1.
b) Soit la fonction f: x — —In(1 — x)
Pour tout 72 € N et x € [0,1], calculer £ (x). En déduire que f est Absolu-
ment Monotone sur [0, 1[.
c¢) Apartirdulien entre tan’ et tan, montrer que: V n € N, tan"*! = Yioo (Z)tan(k) tan(® k)
En déduire que la fonction tan est Absolument Monotone sur [0, g[
3. Prolongement de classe €' en 0*.
On suppose dans cette question que la fonction f est Absolument Monotone sur
10, b[ avec b > 0.
a) Montrer que la fonction f se prolonge par continuité en 0 et f(0) = 0.
b) Montrer que le prolongement est C! en 0 et que V7 € N, f(0) = 0.
¢) Un tel prolongement est-il possible en b?
4. Soit f une fonction C* sur [0, b[ avec b > 0. Justifier que

k
VneN, Vxe[O,b[,f(x)—Zf 0 vk, ff(”“)( )(x 0",

k=0

5. Série de Taylor. On consideére dans cette question que la fonction f est Absolument
Monotone sur [0, b[ avec b > 0.
Pour n € Net x € [0, b[, on considere

(k) (x—1)"
Sp(x)=xr_ L 0xk et R,(x)=[fF fOi ) =——dt
La question précédente Q4. assure que f(x) =S, (x) + R, (x)

a) Montrer que la suite (S,,(x)) converge.

b) Soit n € N. On suppose que0<x <y < b.

i. Montrer que : R,,(x) = x"*! folf(nﬂ)( u)

1_ n
ﬂdt
n!

ii. En déduire que:0<R (x)<( ) ()
iii. Montrer que la suite (S,,(x)) converge vers f(x)
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