
TD 3 - Nombres réels

1. QUELQUES ÉQUATIONS ET INÉQUATIONS

Exercice 1 Résoudre les équations suivantes, (après avoir
vérifié convenablement l’ensemble de définition!)

1. 5(𝑥2 −5)−2
𝑥
3 +3 = 5,

2. 𝑥
2 +

𝑥
4 +

𝑥
8 = 𝑥+√2,

3. 𝑥−2
𝑥+2 =

𝑥−1
𝑥−5 ,

4. 2𝑥+1
𝑥+1 = −𝑥+2

𝑥−2 +1,
5. 2𝑥+1

𝑥+1 = −𝑥+2
𝑥−2 ,

6. √𝑥−2 =√𝑥+2,
7. √𝑥2+9 = 2,
8. |𝑥−2| = 2,
9. |2𝑥−3|− |2−𝑥| = 1,

10. √𝑥−3 = 𝑥+2,
11. 𝑥−1 =√𝑥−1.

Exercice 2 Résoudre les équations suivantes d’inconnue 𝑥.
λ est un paramètre réel.
1. (λ2−1)𝑥 = λ+1,
2. (λ2−1)2𝑥2−2(λ2−1)𝑥 = −1,
3. (λ−4)𝑥2−2(λ−2)𝑥+λ−1 = 0.

Exercice 3 Résoudre les inéquations suivantes

1. (𝑥2−4𝑥+3)(𝑥−1) < 0,
2. 𝑥2−1

𝑥+3 ⩾
𝑥+3
𝑥−1 ,

3. 𝑥−2
𝑥−3 ⩽

𝑥+1
𝑥+2 ,

4. 𝑥−2
𝑥−3 ⩽

−2𝑥+1
𝑥+2 ,

5. |𝑥−3| > 5,
6. |−3𝑥+1| ⩽ |𝑥+2|,
7. √𝑥−2 > 2𝑥+2,
8. √3−𝑥 ⩽ 𝑥−4,

Exercice 4 Résoudre l’inéquation suivante (avec un para-
mètre𝑚∈R) :

(𝑚2−1)𝑥 =𝑚+1.

Exercice 5 Soient (𝑥,𝑦) ∈R2, montrer que 𝑥𝑦 ⩽ 𝑥2+𝑦2

2 .

Exercice 6 Résoudre les équations suivantes dans ℝ :
1. 2𝑥

2
= 3𝑥

3

2. 𝑥√𝑥 = (√𝑥)𝑥
3. 2𝑥+4+3𝑥 = 2𝑥+2+3𝑥+2
4. ln(𝑥)

ln(𝑎) =
ln(𝑎)
ln(𝑥) avec 𝑎 > 0,𝑎 ≠ 1.

5. ln(𝑥−1)+ ln(𝑥+1) < 2 ln(𝑥)−1.

2. BORNES

Exercice 7 Pour les parties suivantes de ℝ, déterminer les
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bornes inférieures et supérieures si elles existent, et le maxi-
mum et minimum s’ils existent.
1. A= {2− 1

𝑛 ,𝑛 ∈ ℕ
∗}

2. B = {1− 1
𝑛 −

1
𝑚 ,𝑛,𝑚 ∈ ℤ∗}

3. C= {1− 1
𝑛−𝑚 ,𝑛,𝑚 ∈ ℤ,𝑛 ≠𝑚}

4. D= { 𝑝𝑞
𝑝2+𝑞2 ,𝑝,𝑞 ∈ ℕ

∗}

5. E = { (−1)
𝑛

𝑛 ,𝑛 ∈ ℕ∗}

Exercice 8 Pour chacune des parties deRdécrites, détermi-
ner s’ils existent leurminimum,maximum, borne inférieure,
borne supérieure.

1. R+,
2. R∗

−,
3. {1,2…,9},
4. ]−1,2[∪{3},
5. {1+2𝑛,𝑛 ∈N},

6. ]1,2]∩ [32 ,9[,
7. { 1

1−𝑥 ,𝑥 ∈]1,+∞[,
8. {1+(−1)

𝑛

𝑛 ,𝑛 ∈N∗},
9. {cos(𝑛),𝑛 ∈N}.

Exercice 9 Soient A et B deux parties majorées de R. On
définit l’ensemble A+B= {𝑎+𝑏,𝑎 ∈ A,𝑏 ∈ B}.
1. Montrer que A+B est majoré.
2. Montrer que A+B admet une borne supérieure.
3. Montrer que sup(A+B) = sup(A)+ sup(B).
4. On suppose que A et B sont minorées. Que peut-on dire

de A+B?
5. Dans cette dernière question, onne suppose plus queA et

B sontmajorées.On supposequeA+B estmajorée. A-t-on
nécessairement A et Bmajorées?

Exercice 10 SoientA et B deux parties non-vides de R telles
que : ∀𝑎 ∈ A,∀𝑏 ∈ B,𝑎 ⩽ 𝑏. Démontrer que A est majoré, B
est minoré et sup(A) ⩽ inf(B).

3. INÉGALITÉ TRIANGULAIRE

Exercice 11 Avec l’inégalité triangulaire, résoudre l’équa-
tion d’inconnue 𝑥 ∈R

|2𝑥−3|+ |6−2𝑥| = 3.

Exercice 12 On considère le sous ensemble de R :

A= {cos(𝑎 +𝑏)− sin(𝑎)+ sin(𝑏), (𝑎,𝑏) ∈R2}.

1. Montrer que A⊂ [−3,3],
2. Montrer que A admet un maximum.

4. PARTIE ENTIÈRE, VALEUR ABSOLUE

Exercice 13
Résoudre dans ℝ les équations suivantes :
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1. |𝑥| = 5
2. |𝑥| ⩽ 2
3. |𝑥| > 4
4. |𝑥−3| = 5

3
5. |𝑥+2| = 1

2
6. |2𝑥+3|− |2−𝑥| = −3
7. |𝑥+1|− |2𝑥+1| = 0

8. 𝑥−2 =√𝑥
9. |2𝑥−1| ⩽ |𝑥+2|

10. |𝑥+3|−2|𝑥−1| > 2
11. |2𝑥+1| ⩽ |𝑥+2|+2𝑥
12. |𝑥+2| ⩾ 1−𝑥

1+𝑥
13. 𝑥+1 ⩽√𝑥+2
14. |𝑥2−3| > 2.

Exercice 14 Étudier la fonction réelle 𝑓 définie par 𝑓(𝑥) =
𝑥−⌊𝑥⌋. Onmontrera notamment qu’elle est périodique et on
donnera une période.
Bonus. Faire de même avec 𝑔(𝑥) = 2𝑥−⌊2𝑥⌋.

Exercice 15
1. Montrer que : ∀𝑥 ∈ ℝ,⌊𝑥+1⌋ = ⌊𝑥⌋+1.
2. Montrer que : ∀(𝑥,𝑦) ∈ ℝ2, ⌊𝑥⌋+⌊𝑦⌋ ⩽ ⌊𝑥+𝑦⌋.
3. Montrer que :∀(𝑥,𝑦) ∈ ℝ2, ⌊𝑥⌋+⌊𝑦⌋+⌊𝑥+𝑦⌋ ⩽ ⌊2𝑥⌋+⌊2𝑦⌋.

Exercice 16 Montrer que ∀𝑛 ∈ℕ∗,∀𝑥 ∈ ℝ,⌊( ⌊𝑛𝑥⌋𝑛 )⌋ = ⌊𝑥⌋.

Exercice 17 Résoudre l’inéquation 𝑥2−4|𝑥| < 5.

Exercice 18 Montrer pour tous réels 𝑥 et 𝑦 et pour tout en-
tier 𝑛, on a :

|𝑥+𝑦|𝑛 ⩽ 2𝑛 (|𝑥|𝑛 +|𝑦|𝑛) .
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