TD - Révisions d’'algebre

MATRICES

Exercice 1 13 Soit A € ., (R) une matrice telle
qu'il existe B € .#,(R) non nulle telle que AB = 0,,. Montrer
que A n'est pas inversible.

Exercice 2 On dit qu'une matrice M € .#4,,(R) est stochas-
tique si la somme de ses coefficients sur chaque ligne vaut
1 et si chacun de ses coefficients est positif. Montrer que le
produit de deux matrices stochastiques est une matrice sto-
chastique.

Exercice 3 Soit n € N*. On définit les matrices élémentaires
de ., (R) (notées E; ;) qui ont des zéros sur tous leurs coef-
ficients saufle coefficient de coordonnées (i, j) qui vaut 1.

Pour tout (i, j) et (k, £), calculer le produit E; ; x Ey .

Exercice 4 13 Soit A € .,,(R) la matrice conte-
nant uniquement des 1.
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1. Calculer A* pour tout k € N.
2. Endéduire une formule pour (AI,,+A)* al'aide du binome
de Newton.

- . 31 1 1
Exercice b 13 SoitM = (1 3) etP= (1 _1).
Montrer que P est inversible et calculer P!,

Montrer que P~ MP est une matrice diagonale D.

En déduire que pour tout entier n € N, D" = P"'M"P.
En déduire une formule pour M”".

W=

Exercice 6 On définit la trace d’'une matrice M € 4, (R)
par:

n
Tr(M) = ) My .
k=1
1. Montrer que pour toutA,Be #,(R) et A e R, Tr(A+AB) =

Tr(A) + A Tr(B).
2. Montrer que pour tout A, B € .4, (R), Tr(AB) = Tr(BA).
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3. Montrer que pour toute matrice P € .#,(R) inversible,
Tr(P~'AP) = Tr(A).

4. Montrer que pour tout A € #,(R), Tr(A'"A) = 0 et
Tr(AA)=0 < A=0,.

Exercice 7 Montrer que toute matrice de .#,,(R) se décom-
pose de facon unique comme la somme d’'une matrice symé-
trique et d'une matrice antisymétrique. On raisonnera par
analyse-synthese.

Exercice 8 On définit deux suites par:

Upi1 = Uy + Up

Ug=1y=1 et VneN,
Upy1 = Uy +4Un

On définit A = 11 etpourtoutneN, X, = “n).
-1 4 Uy,

1. Montrer que pour tout n € N, X,, = A"X,.
2. Montrer que A* = 5A —1,.
3. Montrer qu'’il existe deux suites (a,,) et (b,,) telles que :

vneN, A"=a,A+Db,l,
et qu’elles vérifient les relations de récurrence :

a,,, =b5a,+b, et b, ,=-5a,.
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4. Déterminer ay, by, a,, b, .
5. Montrer que pour toutn €N, a,,,, =5a,,,, —5a,,.

Exercice 9 Commutant d’'une matrice diagonalisable.

1.

Soit D € .4, (R) une matrice diagonale a coefficients dis-
tincts. Déterminer toutes les matrices qui commutent
avec D.

. Montrer que I'ensemble trouvé est égal a {Q(D) | Q €

R[x]}.

On dit que deux matrices A et B de .#,(R) sont sem-
blables s’il existe une matrice inversible P telle que
P 'AP = B. Soit C € .#,,(R). Montrer que C commute avec
A si et seulement si P~'CP commute avec B.

. On dit qu'une matrice M est diagonalisable si et seule-

ment s'il existe une matrice inversible P et une matrice
diagonale D telles que P~ MP = D. Soit M une matrice dia-
gonalisable. Montrer que pour tout k € N, M* = PD¥p~!,

. Déterminer les matrices qui commutent avec M.
. Montrer que I'ensemble trouvé est égal a {Q(M) | Q €

R[x]}.

Exercice 10 14 Les matrices suivantes sont-elles
inversibles? Si oui, calculer leur inverse.

2 2 2 6 11 7
S LS G R
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Exercice 11 14 Soit A une matrice de .4, (R) telle
que A® +2A%-A+1,=0,.

1. Montrer que A est inversible et calculer A™'.

2. SoitX unvecteur de R” et A € R tels que AX = AX. Montrer
que Vk € N,A*X = A¥X. En déduire quesiX #0,ona A2+
2A2—A+1=0.

Exercice 12 Soit A une matrice de .4, (R). Montrer que ‘A
est inversible si et seulement si A est inversible. Déterminer
I'inverse de ‘A en fonction de celle de A.

Exercice 13 SoientA et B deux matrices de .4, (R). Montrer
que si B est inversible, alors AB et BA sont semblables.
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ESPACES VECTORIELS

Exercice 14 Justifier que F = {(x,y,z) e R® | x +y —z = 0}
est un sous-espace vectoriel de R® et déterminer une base de
F.

Exercice 15 Déterminer une base et la dimension de cha-
cun des sous-espaces vectoriels suivants :

1. E={(x,y,2) eR® | x +2y =0}
2. F={(x,7,2) eR¥ | x+5y—-2z=0 et —x—-4y+2z=0}
3. G={(x,y,2) eR®|2x+y—22=0 et 4x+2y—6z=0}

Exercice 16 Soit (e, e,,...,e,) une base de R"”. Montrer que
(e, +e,,e,+e,,...,e,+ e ) estune base de R” si et seulement
si n est impair.

Exercice 17 Pour chacune des matrices suivantes, détermi-
ner les valeurs de a pour lesquelles la matrice est inversible.
Apres avoir prouvé que c’est un espace vectoriel, déterminer
la dimension de {X € ., ; (R) | MX = 0,,} avec:

2) et M:(1 a).
a a 1
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Exercice 18 Soitn = 1.Prouverque F={Pe R, [x]|P'(0) =
P(0)} est un espace vectoriel, puis déterminer une base et sa
dimension.

Exercice 19 15 Montrer que I'ensemble des ma-
trices qui peuvent s’écrire sous la forme

a b a+b
b a a-b
a b c

M =

est un espace vectoriel. En donner une base et la dimen-
sion.

Exercice 20 Soit n € N*. On définit

n
x,=0et ZkaO}.

F:{xelR"
k=1

Montrer que F est un espace vectoriel. Déterminer une base
et sa dimension.

Exercice 21 On définit
F={PeR,[x]|P(2—x)=P(x)}.

Montrer que c’est un espace vectoriel, donner sa dimension
et une base.
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Exercice 22 Soit A une matrice carrée de .#,(R). On sup-
pose que A" ! £0, et A" =0,,.

1. La matrice A est-elle inversible?

2. Justifier qu’il existe un vecteur colonne X € .4, ; (R) tel
que A"'X #0,,.

3. Montrer que A = (X,AX,A%X, ...,A"1X) est une base de
R™.

Exercice 23 Soit H un hyperplan de .4, (R) (n = 2).
1. Montrer qu’il existe A € .#,,(R) non nulle telle que :
H={Me .#,(R)| Tr(AM) = 0} .

2. En déduire que H contient au moins une matrice inver-
sible.

Indication : on pourra remplacer A par une matrice équiva-
lente.
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APPLICATIONS LINEAIRES la b d a+b
; 4. f: —
c d —-c d+2a+c

Exercice 24 Les applications suivantes sont-elles des endo-

morphismes de .4, ; (R)? Exercice 26 Soient E,F,G trois espaces vectoriels et f €
Z(E,F), g € Z(F,G). Montrer que :
1 f x|\| _[x-y
' yI] \ ¥ g°f =0grc < Im(f)cKer(g).
2. f x|\ _ 0
A\ y+2x Exercice 27 Soit E = R?. Soit f € £(E) tel que f> = 0 et
3 x|| _ (x? % # 0. Montrer que Ker(f) = Im(f?) et Ker(f?) = Im(f).
. f v =1 x
4. f X[ Xty Exercice 28 Soit f 'application de R* dans lui-méme définie
y 1 par
+ xX+y
s 1|3 ={v=> f(x,,2)= (x=y,y —2,2- ).
0

1. Vérifier que f est un endomorphisme de R>.

2. Déterminer une base de Ker f etde Im f.
Exercice 25  Les applications suivantes sont-elles li-

néaires?
Exercice 29 Soit f 'application de .43, (R) dans .4, ;(R)

L. f:PeR[x]— xP(x) € R[x] définie par
2. f:PeR[x] — P(x?) e R[x]
3. f:Me M,(R) -~ AM € 4,(R) ou A € 4,(R) est une X X

: ; x+y

matrice fixée. Viyle s (R), fllyvll= ( )
- ’ z+y
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1. Montrer que f € L (M5,(R), M5, (R)). b) En déduire que f est une homothétie.

2. Déterminer 'image et le noyau de f. 2. Soit f € Z(E) tel que pour tout g € Z(E), fog=gc°f.
3. f est-elle injective, surjective, inversible? a) Soit x € E non nul et p un projecteur sur Vect(x).
En utilisant p, montrer qu’il existe un réel A tel que
. . n om f(x)=Ax.
Exercice 30 Soitu € Z(R",R™). b) En déduire que f est une homothétie.
1. Montrer que si u est surjective, alors m < n. c) Déterminer le centre de £ (E), c’est-a-dire 'ensemble
2. Montrer que si u est injective, alors m = n. des endomorphismes de E qui commutent avec tous
3. Que peut-on dire si u est un isomorphisme? les autres.
Exercice 31 Soit u € £Z(#3,(R)) définie par Exercice 33 Soient ¢ et ¢ deux formes linéaires non nulles
sur un espace vectoriel E de dimension n.
X 0 1 2\(x
vix,y,2)eR, ullyll=[-1 2 3||y]. 1. Montrer que Ker ¢ c Ker v si et seulement s'il existe A € R
Z 4 -2 ollz tel que Ad = y.
2. Dans ce cas, démontrer que les noyaux sont égaux. Quelle
1. Déterminer une base et la dimension de Ker u. est leur dimension?
2. Donner le rang de u. 3. On se place dans le cas ou I'on n'a pas d’inclusion entre
3. Donner une base de 'image de u. les deux noyaux. Soit u I'application de E dans R? définie
par:
Exercice 32 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Vx€E, u(x)=(dp(x),w(x)).
1. Soit f € Z(E) tel que pour tout x € E, il existe A, € R tel
_ Montrer que u est linéaire.
que f(x) =A,x. ..
4. Montrer que u est surjective.

a) Montrer que pour tout (x,y) € E?, A, = A,. Onraison-
nera par disjonction de cas selon la liberté de la famille
(x,¥).

5. Montrer que Ker u = Ker ¢ N Kery.
6. En déduire dim(Ker ¢ N Kery).
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Exercice 34 Justifier qu’il existe une unique application li-
néaire de R® dans R? telle que :

f(1,1,0) =(1,0)

Exprimer f(x,y,z) et déterminer le noyau et I'image de f.
Quelle est la matrice de f dans la base canonique?

£(1,0,0) = (0,1), et f(1,1,1)=(1,1).

Exercice 35 Déterminer la matrice de 'endomorphisme u
de R® défini par

u(lx,y,z)=x-y+z,x+y—-2z,z—x-Yy).

En déduire une expression de u® par une méthode matri-
cielle.

Exercice 36 Soit f un endomorphisme d'un espace vec-
toriel E de dimension 3 muni d'une base (e, e,, e5), défini
par:

fle) = %(ez"'ee.)» fle) = %(31"'33)’ fle) = %(31"'32)-

1. Déterminer la matrice M de f dans la base (e, e,, e;).

1 -1 -1
2. OnposeP=|1 1 0 |.]Justifier que P estinversible et
1 0 1

donner son inverse.
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3. Justifier que P~'MP est la matrice de f dans une base de
E a déterminer.

1 0 O

4. Montrer que P"'MP = |0 —% 0
1
0 0 -3

Montrer que pour tout n € N, M" = PD"P~ 1,
Déterminer lim,,_ (P~ MP)".

En déduire lim,,_, , ., M".

Soit x € E, déterminer lim,,_,,  f"(x).

® NSO

Exercice 37 Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 2 3 11
A= 3 4], B=12 1 1},
3 4 4 4 3 3
2 4 4 5 6 9
C= 3 9|, D=8 10 12 18].
4 16 12 15 18 28

Exercice 38 Calculer le rang des matrices suivantes :

1 2 3
a)A=12 3 4

111
b)B=|1 2 4
345 1 39

Lycée du Parc



1 2 3 2
c)C=12 3 4 2
3 4 5 2
1 2 1 2
-2 -3 0 -5
d) D= 4 9 6 7
1 -1 -5 5
1 a a* a
2 3
a a° a 1
e) M= az a3 1 a (a € R)
a® 1 a a?

Exercice 39

1.

Déterminer, en fonction de A € R, le rang de la matrice
A —Al; ou

3 0 3
A=|2 4 2]
1 01
2. Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et 98 =
(e;,e,,63) une base de E. Montrer que B = (e —
€3, 65, 3e; + e3) est une base de E.
3. Soit u un endomorphisme représenté par A dans la base
9. Déterminer la matrice de u dans la base %48'.
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4. En déduire la matrice de u" dans la base %'.
5. En déduire la matrice de u" dans la base 2.

Exercice 40 Soit M € #,(R) une matrice de rang 1.

1.

Montrer qu'’il existe deux matrices X et Y dans .4, ; (R)
telles que M = XY,

. En déduire que M? = Tr(M)M.
. En déduire une formule pour M".

Exercice 41 Soit f € Z(E) ou E est un espace vectoriel de
dimension n € N*. On suppose que f est nilpotent d’'ordre n,
clest-a-dire que " = 04 et i 0. (E)-

1.

AN

Montrer qu’il existe x € E tel que (x, f(x),..., f" ! (x)) est
une base de E.

Montrer que pour tout k € [1,n — 1], Ker f* < Ker f**! et
que ces sous-espaces ne sont pas égaux.

En déduire pour tout k € [1,n—1] la dimension de Ker f*.
Ecrire la matrice de f dans la base (x, f(x),..., f" ' (x)).
Pour tout k € N, donner la matrice de f k.

Pour tout A € R et k € N, donner la matrice de (AI, + f).
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n ORAUX

b) uy=0,u, =1etvVne{0,...,N-2}, u,,, =4u,.,—4u,.

Exercice 42 Soient N = 2 un entier et @, b € R. On note E

I'ensemble des vecteurs u = (uy, ..., uy) € RN*! vérifiant :

Exercice 43 Ftang donnée une matrice M € .#3(R), on
considere la procédure définie en appliquant successive-

vne{0,1,.... N-2}, u,,,=au,,,+bu,.

. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de RN*1.

2. Montrer que I'application ¢ de E dans R* qui a un élément

u € Eassocie le couple (i, ©, ) estunisomorphisme, et en
déduire la dimension de E.
. Pourr e R,onposev, =(1,r,..., rN). Déterminer les réels
r tels que le vecteur v, est dans E.
. On note p la fonction polynomiale qui a un réel x associe
p(x)=x*-ax-b.

a) On se place dans la situation out p a deux racines

ment les quatre étapes suivantes :

a)
b)

c)

d)

Echanger la premiére ligne et la troisieme ligne;

Dans la matrice obtenue, soustraire la deuxieme colonne
ala troisieme (C; — C3 — C,);

Dans la matrice obtenue, ajouter la troisieme ligne a la
deuxieme (L, — L, + L3);

Dans la matrice obtenue, échanger la premiere colonne et
la troisieme colonne.

On notera (M) la matrice obtenue en appliquant cette pro-
cédure. Enfin, on pose :

réelles distinctes. Donner deux vecteurs explicites de 1 2 5
RN*! qui forment une base de E. En déduire une ex- N=[10 20 50|
pression explicite des éléments de E. 100 200 500
b) Faire de méme dans la situation ot p admet une
racine réelle double. Indication : on vérifiera que 1. Calculer ¢(N).
si 1 est cette racine, alors le vecteur (nr"))_, = 2. Trouver deux matrices P et Q telles que, pour tout M €
(0,7,2r2,...,NrN) est dansE. M5 (R), on ait (M) = PMQ.
5. Dans chacune des deux situations suivantes, déterminer, 3. Si on applique les étapes dans l'ordre «acbd», cette
pour tout n € {0, 1, ...,N}, la valeur de u,, : nouvelle procédure renvoie-t-elle toujours (M) ? Méme
a) ug=0,u;=1etVnef0,....N=2}, t,p = =2, + question pour 'ordre «adcb».
3u,.
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4. Lapplication ¢ définit-elle un isomorphisme de .#;(R)
dans .#5(R)? Si oui, donner sa bijection réciproque.
5. a) Déterminer la matrice PQ.
b) Exprimer le spectre de ¢(M) en fonction du spectre
de M.

Exercice 44 Soit n = 1 un entier et soit f € Z(R"). On sup-
pose qu'on a I'égalité :

fof+151d=8f.
1. Déterminer deux réels distincts a et b tels que :

fof—-8f+15Id=(f-ald)o(f - bId).

2. On suppose dans cette question que R" = Ker(f —ald) @
Ker(f — b1d). Montrer que f est diagonalisable.

3. a) Déterminer Ker(f —ald) nKer(f — bId).
b) Etablir que R" = Ker(f — ald) ® Ker(f — b1d).

Exercice 45 Soitn = 2 unentier. Une matrice M € ./, (R) est
dite symétrique si elle est égale a sa transposée, notée ‘M.

1. Vérifier que si M est symétrique, alors pour tout entier k €
N, M¥ est symétrique.

2. Montrer que si M est symétrique, alors Tr(M?) = 0. A
quelle condition nécessaire et suffisante cette inégalité
est-elle une égalité?
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Soit M € .4, (R) une matrice symétrique.

3. On suppose que M* = I,,. Simplifier (M? —1,,)* et (M® —
M)?2. En déduire que M* =1,,.

4. Onadmet que M estdiagonalisable. Montrer que s'il existe
un entier p = 1telque M? =1, alorsM? =1,,.

Exercice 46 ENSAE Soit E un espace vectoriel de dimension
n.On dit qu'un endomorphisme f est nilpotent s’il existe un
entier k tel que f¥ =0 «(g)- Dans ce cas, on appelle indice de
nilpotence de f I'unique entier j tel que f/ = 0 et f/~1 £ 0.
Soit f un endomorphisme nilpotent.

1. Montrer que pour tout A # 0, f — AId n’est pas nilpotent.
2. Soitge ZX(E)telquegeof=fog.
a) Montrer que g(Ker f) c Kerf.
b) Montrer que g o f est nilpotent.
3. On suppose maintenant que f est d’'indice de nilpotence
égal a 2.
a) Que peut-on dire de rg(f)?
b) Montrer qu'il existe une base 2 telle que :

I,
0n—r,r

ou I, désigne la matrice identité et r le rang de f.

M ()= (0(;:_7
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Exercice 47 ENSAE Soient f et g deux projecteurs vérifiant 1. Dans .#,(R), pour i,j € [1, n], on note E; ; la matrice élé-
fog—gog=Af+pgou,peR~{0,1}. mentaire qui a tous ses coefficients nuls saufun 1 ala i-

1. a) Montrer que fog —gofog =Afog+g. En déduire eme ligne, j-éme colonne. Montrer que :

que pourtoutx € E, fog(x) eImg.
b) En déduire que Imf cImg. E; Bk :{
c) Montrer que Imf =Img.
2. a) Montrer que E=Im(f)®Kerf etqueImg = {x € E |

Ei,f Sl] = k

0 sinon

2. Soit f € L(A,(R),R) telle que pour tout M,N € .#,(R),

g(x) =x}. N et s ’
b) Montrer que f o g = . f(MN) = f(NM). Montrer qu'il existe « € R tel que f =

c) Montrer que A + =0 aTr.
d) Endéduire que f =g. 3. 2222 (EIRE)Jj%n(R) et o, : M — AM. Montrer que ¢, €
2(R)).

4. Soit ¢ : A — ¢,. Montrer que W est un isomorphisme.
Exercice 48 Soit P € ., (R) telle que P = P2

1. Que peut-on en déduire pour P? Montrer que rg(P) =
Tr(P).

On cherche a2 montrer que dimKer(A —1,)) = éZZzl Tr(AX),
ou A e /,(R) est telle que A =1,,.

2. Calculer, pour ¢ € [1,q], A* Y1_, A

3. Onpose B = % ZZ:I A¥, montrer que B est un projecteur.
4. Montrer que Ker(A —1,)) = Im(B).

5. Conclure.

Exercice 49 ENSAE
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n METHODES A MAITRISER

1. Sur les matrices:

calculer un produit matriciel, utiliser la formule,
déterminer le noyau et 'image d’'une matrice,
déterminer le rang d’'une matrice,

calculer les puissances d'une matrice carrée en suivant
un exercice,

calculer les puissances d'une matrice carrée a l'aide de
la formule du binéme de Newton,

déterminer si une matrice est inversible et calculer son
inverse,

étudier 'inversibilité d’'une matrice 2 x 2,

utiliser la trace et ses propriétés,

utiliser les polynémes annulateurs pour étudier I'inver-
sibilité.

2. Sur les espaces vectoriels :

montrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel,
montrer qu'une famille est libre, génératrice, une base,
déterminer une famille génératrice, une base d'un sous-
espace vectoriel,

trouver les coordonnées d’'un vecteur dans une base,
utiliser le théoreme de la base incomplete,

utiliser les dimensions pour traiter les problemes pré-
cédents.

3. Sur les applications linéaires :
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montrer qu'une application est linéaire,

montrer qu'une application linéaire est un endomor-
phisme,

déterminer le noyau, I'image, le rang d'une application
linéaire,

utiliser le théoréme du rang,

déterminer la matrice d'une application linéaire dans
une base,

utiliser les matrices d’applications linéaires pour obte-
nir des propriétés sur celles-ci,

réaliser un changement de base,

utiliser les polyndmes annulateurs pour étudier I'inver-
sibilité.
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Solution (exercice 1) 1 On suppose par 'absurde 1.
que A est inversible, alors en multipliant 1'égalité a gauche
par A~! on obtient

A'AB=0,
donc
B=0,

ce qui est absurde. Ainsi A n'est pas inversible.

Solution (exercice 4) 1
Soit A € .4, (R) la matrice dont tous les coefficients
valent 1.
e Pour k = 0 : par convention, Al = I,, (la matrice identi-
té).

e Pourk=1:A'=A.

e Pour k =2 :le coefficient (i,j) de A% = A x A est obtenu
en multipliant la i-eme ligne de A par la j-eme colonne
de A, ce qui donne une somme de n termes égaux a 1.
Ainsi, chaque coefficient de A? vaut n, cest-a-dire :

A*=nA
Par récurrence, on montre facilement que pour tout k =
1:
AR = p*1p
Khagne B/L 13/

Formule pour (AI,, +A)* alaide du binéme de Newton :
La matrice scalaire AI,, commute avec toute matrice de
A, (R), et en particulier avec A. On peut donc appliquer
la formule du bindme de Newton :

k

(AL +A) = ¥ ('f)m,,)k-fAf
j=o0\J

En séparant le terme pour j = 0 et en utilisant A’ = n/~'A
pourj=1:

k (k .
(AL, +A)F =AFT, + ) (j))\’“—f ni~1A
j=1

En factorisant par la matrice A et en faisant apparaitre n/
pour reconnaitre le binome de Newton :

=1\J nis\Jj n
Finalement, pourn>1:
k_\k
(AL, +A)* = AFT + Arn) =Ny

n

Solution (exercice 5) 1
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1. Le déterminant de P vaut det(P) =1 x (-1)—-1x1 = -2,
Comme det(P) # 0, la matrice P est inversible et

1(-1 -1
—21-1 1)

D=P 'MP= (4 0).

pl=

0 2

est bien une matrice diagonale.
3. Montrons ce résultat par récurrence sur 7 € N :
e Initialisation pourn=0:D% =1, etP"'M°P =P ',P =
P~!'P =1,. La relation est vraie.
e Hérédité : supposons que le résultat est vrai pour un
certain entier k = 0, c’est-a-dire D*¥ = P"!MFP. Alors :

DK =D x D¥ = (P"'MP)(P~'M*P) = P'M(PP~ ) MFP
Puisque PP~! =1, et que M xI, xM¥ = M¥*! on obtient:
Dk+1 — P_le+1P
Le résultat est donc démontré pour tout n € N.
4. D’apreés la question précédente, on a D" = P"'M"P. En

multipliant a gauche par P et a droite par P™', on obtient :

M”" = PD"P!
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Solution (exercice 10) 2

n
Comme D est diagonale, D" = (4 0 ) Ainsi:

4n _on
4mn 42"

1. Ledéterminant de A vaut —6 donc A estinversibleet A~ =
-6l—4 2

2. Le déterminant de B vaut 0 donc B n’est pas inversible

3. Le déterminant de C vaut 170 donc C est inversible et

11 -7
-1 _ 1
¢ =wlr o)
Solution (exercice 11) 3
1. Ona

A3 +2A%2-A=-1,
donc

A(-A*+2A-1,)=1,
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donc A estinversible et A™! = —A2 +2A —1,.
2.

AFX = AFIAX = AFTIAX = AARTIX

donc par récurrence, pour tout k, AR = \FX.
Soit X # 0, alors

A3 +2A% —A+1,X =A3X +2A%X —AX +X
= M3X +2A*X - AX +X
= (A 4202 - A +1)X

Or A®* +2A? -A+1, =0, donc (A> +2A* = A+ 1)X =0 et

X#0doncA3+2\2=A+1=0.

Solution (exercice 19) 4 Lensemble est

1 01} (0O 1 1 0 0O
Vect|{|0O 1 1,1 0 —-1}[,|0 O O
1 0 0J\01 O 0 01

C’est donc un sous-espace vectoriel de M, (R).
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