TD 2 - Supplémentaires, projecteurs, symeétries

SUPPLEMENTAIRES

Exercice 1 5 Soit f un endomorphisme d’'un es-
pace vectoriel E de dimension finie.

1. Montrer que Ker(f) < Ker(f?).

2. Montrer que Im(f?) < Im(f).

3. Montrer que Ker(f) = Ker(f?) < Im(f) = Im(f?).

4. Montrer que Ker(f) = Ker(f?) < E =Ker(f) & Im(f).

Exercice 2 5 Soit E un R-espace vectoriel et f €
Z(E) tel que f2+2f —3idg = 0.

1. Montrer que f € 4 £(E).
2. Montrer que E = Ker(f —idg) ® Ker(f + 3idg).

Exercice 3 5 SoitE=R*et

X+y+z+t=0 }

F:{(x,y,z,t)elR4|{ FZo
X — =

Khagne B/L

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E, puis en
déterminer une base et la dimension.

2. Montrer que Vect((1,0,0,0),(0,1,0,0)) est un supplémen-
taire de F dans E.

3. Proposer un autre supplémentaire de F dans E.

Exercice 4 6 Dans cet exercice, E = ., (R). Soit
F={Me.#,(R)|Tr(M) =0}.

1. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E.
2. Montrer que dim(F) = n? — 1.
3. Trouver un supplémentaire de F dans E.

Exercice 5 6 Soit E un espace vectoriel de di-
mension 7. Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E
vérifiant dim(F) + dim(G) > n, montrer que FN G # {0g}.

Exercice 6 6 Soit E un espace vectoriel de dimen-
sion n. On appelle hyperplan tout sous-espace vectoriel de
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dimension n — 1. Soient H et H' deux hyperplans de E. Mon-
trerque dim(HNH') e {n-2,n-1}.

Exercice 7 7 Dans R", montrer que

Vect((1,...,1)) et {(xl,...,xn) eR”

n
in = 0}
i=1

sont supplémentaires.

Exercice 8
définit :

7 SOlt A = (1)1$i,j$n € ./%n([R) On

F={Xed,,(R)|AX=nX} et G={Xe,,(R) AX=0}.

Montrer que F et G sont supplémentaires dans .4, ; (R).
Exercice 9 7 Soit E un espace vectoriel de dimen-

sion n € N*. Soit F un sous-espace vectoriel de dimension
n—1deE et x € E un vecteur non nul. Montrer que :

E=FeoVect(x) < x¢F.

Exercice 10 7 Soitu € Z(R",R™).

1. Montrer que si u est surjective, alors m < n.
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2. Montrer que si u est injective, alors m = n.
3. Que peut-on dire si © est un isomorphisme?

Exercice 11 8 Soit u € £(AM3,(R)) définie pour
tout X € /3, (R) par u(X) = AX, our:

0 1 2
A=|-1 2 3
4 -2 0

1. Déterminer une base et la dimension de Ker(u).
2. Donner le rang de u.
3. Donner une base de Im(u).

Exercice 12 8 Soient ¢ et  deux formes linéaires
non nulles sur un espace vectoriel E de dimension n.

1. Montrer que Ker(¢p) < Ker(w) si et seulement s’il existe A €
R tel que ¢ = A.
. Dans ce cas, démontrer que Ker(¢p) = Ker(y). Quelle est
leur dimension?
3. On suppose qu’il n'y a pas d’inclusion entre les deux
noyaux. Soit u I'application de E dans R* définie par :

[\

VxeE, u(x)=(d(x)y(x)).

Montrer que u est linéaire.
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4. Montrer que u est surjective.
5. Montrer que Ker(u) = Ker(¢p) NnKer(w).
6. En déduire dim(Ker(¢) nKer(w)).

PROJECTEURS, SYMETRIES

Exercice 13 9 Soit f I'application linéaire de R?

dans R? définie par :

f(x,¥) = (2y —3x,4y — 6x).

Montrer que f est un projecteur et déterminer ses éléments
caractéristiques.

Exercice 14 9 Soit f I'endomorphisme de
R? représenté dans la base canonique par la matrice A =

1l 2
512 4)

1. Montrer que f est un projecteur.
2. Déterminer ses éléments caractéristiques (Im(f) et

Ker(f)).

3. Le projecteur f est-il bijectif?
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Exercice 15 9 Soit E un espace vectoriel et soit
p € Z(E) un projecteur de E.

1. Redémontrer que Im(p) = Ker(p —idg).
2. Montrer que 2p —idg est une symétrie.

Exercice 16 10 Soit E un espace vectoriel et s €
%(E) une symétrie de E.

1. Montrer que %(s +idg) est un projecteur.
2. En déduire que Ker(s —idg) et Ker(s + idg) sont supplé-
mentaires dans E.

Exercice 17 10 Soient p et g deux projecteurs de E
tels que p o g = 0. Montrer que r = p+q — g o p est un projec-
teur de noyau Ker(p) nKer(q) et d’'image Im(p) & Im(q).

Exercice 18 10

1. Soit p un projecteur en dimension finie. En écrivant la
matrice de p dans une base adaptée, montrer que Tr(p) =
rg(p).

2. Soit s une symétrie d'un espace vectoriel E de dimen-
sion n. En écrivant la matrice de s dans une base adaptée,
montrer que —n < Tr(s) < n. Montrer que :

Tr(s)=n < s=idgy et Tr(s)=—-n < s=-idg.
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Exercice 19 11 Soient p et q deux projections de 3. Déterminer la projection sur F parallelement a G, puis la
E de méme image F, et soit A e R. On pose u = (1-A)p +Aq. projection sur F parallelement a H.
Montrer que u est un projecteur d’'image F.

Exercice 20 11 Soit p un projecteur de E et
f € Z(E). Montrer que p et f commutent si et seulement
si Ker(p) et Im(p) sont stables par f.

Exercice 21 11 Soient p et g deux projecteurs sur
Etelsquepog=gqgop.
1. Montrer que p o g est un projecteur.

2. Montrer que Im(p o g) = Im(p) NnIm(q).
3. Montrer que Ker(p o g) = Ker(p) + Ker(g).

Exercice 22 12 Soient p et g deux projecteurs de
E tels que p + g = idg. Montrer que E = Im(p) ® Im(q).

Exercice 23 12 SoientE=R3, F = {(x,y,2) €E|
x—-y+2z=0},G=Vect((1,2,2)) et H= Vect((2,1,1)).

1. Montrer que G et H sont deux supplémentaires distincts
de F dans E.

2. Déterminer la projection sur G parallelement a F, puis la
projection sur H parallelement a F.
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