Thomas Cometx

cHAPITRE 16

Polynémes

DEFINITIONS

— Définition 1 | Polyndme a coefficients réels
Un polyndme (ou fonction polynomiale) a coefficients réels est une fonction P : R —
R telle qu’il existe un entier n et des réels a,, a,, ..., a,, tels que pour tout réel x

n
P(x) =Y apx*.
k=0

Les réels a; sont appelés les coefficients du polynome.

Remarque 1.1 — La construction formelle des polynomes (pas au programme) fait
que l'on note usuellement la variable d’'un polynéme X (avec une majuscule), c’est a
dire

n
P(X) =) a;X*.
k=0

Avec cette notation, le polynome X est la fonction f : x — x.

En classe préparatoire ECG, on ne fera pas de distinction entre le polynéme et la fonc-

tion associée : on favorisera donc 'utilisation de la notation x*.

Notation
? L'ensemble des polynomes réels est noté R[x].

— Définition 2 | Degré d’'un polynéme

¢ SiP=Y"  arx* =a,x" +a,_,x"' + - + a, est un polynéme avec a, # 0, on
dit que P est un polynome de degré n. On le note deg(P) = n. Par convention, le
degré du polynéme nul est deg(0) = —oo.

* a, estle coefficient dominant du polynoéme.

e Un polynome est unitaire si son coefficient dominant est 1.

Exemple 1 —
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1. Le degré du polynome P = 5 (polyndme constant égal a 5 est 0).

2. Le degré du polynome x'° + x° — 3 est 10.

3. Le degré du polyndme (c? — 1)x? + (¢ — 1)x + 20 dépend du parametre réel c. Cela
peut étre 2, 1 ou 0.

— Définition 3 | EspaceR,[x]
On note R, [x] I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n. Formelle-
ment il s’écrit

R, [x] ={P(x) € R[x],deg(P) < n}.

— Proposition 1
Soit n € N et P € R, [x]. Alors il existe des uniques (A, ..., A,,) € R"*! tels que

P(x) =Y ApxF.
k=0

.....

Théoreme 1 | Théoréme d’identification des coefficients

1. Siun polynome vérifie que pour tout réel x, P(x) = 0, alors tous ses coefficients
sont nuls..

2. Sipourtoutx, P(x) = Q(x), alorsles polynomes P et Q ontles mémes coefficients.

Remarque 1.3 — Cela justifie la méthode d’identification des coefficients déja large-
ment utilisée dans les exercices.

OPERATIONS SUR LES POLYNOMES

Sur les polyndémes, on peut faire les mémes opérations usuelles que sur les fonctions :
I'addition (ou des combinaisons linéaires), la multiplication et la composition.

Méthode (Addition de polynémes)

Soient P = Y}’ pexketQ = Y ieo g, x* deux polynomes réels. P + Q est le poly-
nome

max(m,n)

P+Q)= Y (pi+a)x’

k=0
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ol on a complété par des 0 les a; et b; non définis. On retiendra que le coefficient
de degré i de P+ Qest p; + g;.

Exemple 2 — Calculer les sommes P + Q avec

1. P(x)=5x*+3x+1etQ(x) = —x*+4,
2. P(x)=(x-1)?etQ(x)=—(x+1)>2

Méthode (Multiplication de polynémes)

P=37% pexfetQ= > o g, x* deux polynomes réels. P+Q est le polynome donné
par PQ(x) = P(x) x Q(x). Formellement on a

PQ(x) = Y pex® x Y qpx®
k=0 k=0

m+n k .
=) ) Pidkjx
k=0 j=0
Remarque 2.1 — En pratique, on calculera rarement les produits de polynome avec
cette formule.
Exemple 3 — Calculer les produits P x Q avec

1. P(x)=3x*+2x+1etQ(x)=x*-1,
2. P(x)=x-1etQ(x)=X}_, xk.

Méthode (Composition de deux polynéme)

SoientP =} . pexketQ= >0 g, x* deux polynomes réels. Le polynéme com-
posé P o Q est défini par

PoQ(x)=P(Q)(x)
n m \k
= Pk LZ q,-x’)
k=0 i=0

Exemple 4 — CalculerPoQ et Qo P avec

1. P(x)=x?etQ(x)=x+1,
2. P(x)=1etQ(x)=x>-2.
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— Proposition 2 | Lien avec le degré

Soient P et Q deux polynomes, alors

1. deg (P+Q) < max(degP,degQ). Siles deux polynomes sont de degrés différents,
on a égalité. Sinon, il faut vérifier.

2. deg PQ = deg P + deg Q. Le coefficient dominant est le produit des coefficient
dominants.

3. degPoQ =degPx deg Q. Le coefficient dominant est p,,g,, ou p,, et g, sont les
coefficients dominants de P et Q.

— Proposition 3
Soit n € N, R, [x] est un espace vectoriel, c’est a dire que
1. 0eR,[x],

2. SiPeR,[x] et A €R, alors APe R, [x],

3. SiPeR,[x]etQeR,[x],alorsP+Q€eR,[x].

Exemple 5 —

1. SiP=x*+1etQ=x>+x.degP=2etdegQ=3etdegP+Q=3.

2. SiP=X*+2xetQ=-x*+12,P+Q=2x+1.0OnabiendegP+Q < 2.

3. SiP=x*+1etQ=x>+x,PQ=x"+2x>+x.degPQ=5=2+3=deg P+ deg Q,

4. SiP=2x*etQ=x®+2x,0onaPoQ =2(x>+2x)* = 2x® + 8x* + 8x? de degré 6 qui

correspond bien a deg Px deg Q =2 x 3.

Corollaire 1
SiPQ=0alorsP=00uQ=0.

DERIVATION DE POLYNOMES

— Définition 4 | Polyndéme dérivé

SoitP=3%;_, a,x* € R[x], on définit son polynéme dérivé

n
P(X)= ) kagxt?

k=1
n-1
= Z (k+ l)ak+1xk
k=0
Exemple 6 — Calculer P'(x) avec
1. P(x)=x3-1,
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2. P(x)=%7_, kxk.

Remarque 3.1 — Cette définition coincide avec la dérivation sur les fonctions.

— Proposition 4 | Opérations sur les dérivées
Soient (P,Q) € R[x]* et (A, ) € R?,

. (AP+uQ) = AP + pQ’

2. (PQ)'=P'Q+Q'P,

3. (PoQ)'=Qx(P'-Q),

4

. P"=0 < P estun polyndéme constant.

[a—

— Proposition 5 | Degré du polyndme dérivé
1. SiP estun polyndme de degré n € N*, alors deg P’ = n — 1.
. Si P est constant (de degré 0 ou —oo, alors P’ = 0 et deg P’ = —oco.

\S}

— Définition 5 | Dérivées d’ordre supérieur
Soit P € R[x], les dérivées successives de P sont les polyndmes définis par

P(x) sik=0
PO (x) =< P'(x) sik=1.
(PE-DY(x) sik>1

Exemple 7 — Calculer la dérivée du polyndme

4
X
P(x)=1+x%+5x°+—.
12

Exemple 8 — Dérivées des mondomes Soit n € N et P(x) = x", alors pour tout k € N,

n! n—k :
P9 (1) = O s% k<n .
0 sik>n

Théoréme 2
Si P € R[X] est un polynéme de degré n, alors

vk >n,P®(x)=0.

En particulier P"*V(x) = 0.
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n DIVISION EUCLIDIENNE

— Théoréeme 3 | Division euclidienne de polynémes
Soient A et B deux polynomes réels, alors il existe deux uniques polyndomes réels Q
et R avec deg(Q) < deg(B) tels que

aA = QB +R.

On appelle Q le quotient de la division euclidienne de A par B et R son reste.

Méthode (Réaliser une division euclidienne de polynémes)

On souhaite réaliser la division euclidienne de A par B. Il s’agit de trouver le quotient
Q et le reste R. On vérifie d’abord le cas trivial ot deg(A) < deg(B) auquel cas la
division euclidienne est donnée par

A=0xB+A,

doncQ=0etR=A.

Dans le cas général, on rédige comme une division euclidienne d’entiers en cher-
chant les coefficients du polynome Q en commencant par celui de degré deg(A) —
deg(B) (qui est le degré de Q) puis en descendant.

Exemple 9 — 6x3—2x% +x+3[x*-x+1
—6x>+6x*—6x |6x+4

4x*>-5x+3
—4x%>+4x—-4
-x—-1

Exemple 10— Réaliser la division euclidienne de A par B et B par A oit A = 5x3 +
2x*+1etB = x* + 10x.

Proposition 6 | Exemples a connaitre
La reste de la division euclidienne d'un polynéme P par
1. un polynéme de degré 1, B(x) =ax + bestR = P(‘;b) (polynéme constant),
2. le polynéme (x — a) (a € R) est P(a) (polyndme constant),
3. le polynome (x — a)? (a € R) est le polynome R(x) = P'(a)x +P(a).
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Exemple 11 — Avec des méthodes analogues, retrouver le reste de la division de P par
(x —a)(x — b) ou (a, b) € R? sont des réels distincts.

Définition 6
SoitA € R[x] et B € R[x]. On dit que B divise A si et seulement si le reste de la division
euclidienne de A par B est le polynd6me nul. Alors il existe un polyndme Q tel que
A =QB.

n FORMULE DE TAYLOR

Les polyndmes de degré n sont définis par n + 1 coefficients. En quelque sorte, ce-
la nous dit qu'on a n + 1 degrés de liberté pour fixer un polynéme de R, [x]. On peut
faire porter ces degrés de liberté sur d’autres nombres, comme les P(a;) des réels fixés
(ay,...,a,,,) € R"*! (voir I'interpolation de Lagrange en TD) ou les P*) (@) ol1 a € R est
fixé et k € [0, n]. C’est le sujet sur prochain théoreme.

— Théoréme 4
Soit P e R, [x] et a € R, alors

P (a)
n!

P(x) = P(a)+P'(a)(x —a) + Pﬂz('“)

~ n P(k)(a) .
—kZ::O % (x—a)~.

(x—a)"

(x—a)*+-+

n RACINES D’'UN POLYNOME

Racines

Définition 7 | Racine d’'un polynéme
Soit P € R[x] et a € R. On dit que a racine de P si P(a) = 0.

Exemple 12 —

1. Lesracines de x> — 1 sont 1 et —1.

2. x*+x* + 15 n'a pas de racine.

3. P=5n’apasderacine.

4. P=5(x—-1)(x-2)(x+2)atroisracines: 1,2,—2.
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5. P=12x%(x —3) adeuxracines 0 et 3.
6. P =0 a une infinité de racine. C’est le seul polyndme a avoir une infinité de racine.

~— Théoréeme 5 | Factorisation par une racine
Soit P € R[x] et a € R, on a I'équivalence

P(a) =0 < 3Q e R[x],P(X) = (x —a)Q(x).

Autrement dit, a est une racine de P si et seulement si (x — a) divise P.

Remarque 6.1 — Le théoreme se généralise avec plusieurs racines.

n
ay, ..., sont des racines de P < 3Q € R[x],P(x) = [ [ (x — &;)Q(x).
i=1

On a vu dans un chapitre précédent comment factoriser un polyn6me quand on a trou-
vé une de ses racines. Rappelons comment on peut faire :

1. SiP=Y!_, pix" estun polynome de degré n et si P(a) = 0, alors on cherche a écrire

n-1
P(x) = (x —a)Q(x) avec Q(x) = kZ aix".
=0

On développe le produit et en identifiant coefficient a coefficient, on établit un sys-
teme dont la résolution donne les réels g,.. Il peut étre utile de remarquer qu’en étu-
diant les termes de degré n et 0 on trouve rapidement q,,_, = p,, €t p, = aqy-

2. Autre solution, on réalise la division euclidienne de P par (X — «). La quotient donne
Q et on peut vérifier ne pas avoir fait d’erreurs de calculs en obtenant un reste nul.

Exemple 13 — Factoriser le polynémeP(x) = 3x> —5x> + 2

— Définition 8 | Multiplicité d’'une racine
Soit P € R[x] et a une racine de P. Lordre de multiplicité de la racine a est le plus
grand entier k € N* tel que

3Q € R[x],P(x) = (x ~)*Q(x)

ou de facon équivalente 'unique entier k tel que

3Q € R[x],P(x) = (x — 2)*Q(x) et Q(a) # 0.
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Vocabulaire

1. Une racine d’ordre 1 est appelée une racine simple,

2. Une racine d’'ordre 2 est appelée une racine double,

3. Une racine d’'ordre 3 est appelée une racine triple ...

Exemple 14 —

1. P(X) = (x —3)?(x — 2)'°%° admet 3 pour racine de multiplicité 2 et 2 pour racine de
multiplicité 1000.

2. P(x) = x* — 6x + 9 admet une seule racine double, cest 3.

3. P(x) = 2x% — 6x + 4 admet deux racines simples : 1 et 2.

Théoreme 6 | Lien multiplicité - dérivées
Soit P € R[x] et a une racine de P. On a I’équivalence

a est une racine d'ordre k < P(a) =P'(a) = --- = P"* V() = 0 et P (a) # 0.

Exemple 15— Soit P = x° — 7x* + 19x> — 25x% + 16x — 4. Montrer que 1 est une racine
de multiplicité 3 de P. Ensuite, factoriser P.

— Théoréeme 7
Soit P un polyndéme de degré n et soient a, ..., «; ses racines de multiplicités res-

pectives my, ..., m;.On a

k
Y m; <n.
i=1

On en déduit le corollaire suivante trés important.

Exemple 16 — Soit P un polynéme de degré n tel que pour tout k € {0, ..., n},P(k) =
k?. Montrer que P(x) = x2.

Exemple 17 — Soit P € R[x] tel que

fl P(x)%?dx = 0.
0

Montrer que P est le polyn6me nul.
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Corollaire 3
Si P € R,[x] ala somme de multiplicité de ses racines strictement plus grande que
n, alors P =0.

Factorisation de polynomes réels

On connait explicitement la factorisation des polynomes réels.

— Théoréeme 8 | Factorisation des polyndomes réels
Tout polyndme réel P € R[x] peut s’écrire

m p
P(x) = a, [1(x —a)* [T(x*+ bx + ¢;)
i=1 j=1

ol

* les a; sont les racines réelles de P, de multiplicité k; € N*,

e les polyndmes x?+b;x+c; sont des trindmes de degré 2 a discriminant strictement
négatif.
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