Thomas Cometx

cHAPITRE 24 IR

Espaces probabilisés

Le but de chapitre est de généraliser ce que 'on a vu au premier semestre sur les
probabilités dans un espace fini. Si nous nous concentrerons par la suite sur les pro-
babilités a dans un espace dénombrable (comme N), puis en deuxieme année sur
les probabilités continues, nous devons étudier ce cadre général qui nous fournira
beaucoup de théoréemes utiles dans chacun des cadres particuliers.

ESPACES PROBABILISES

Définition 1 | Univers
Flensemble des issues possibles d'une expérience aléatoire est appelé univers et
est noté (.

Exemple 1 —

1. Tous les exemples vus au premier semestre en probabilités finies fournissent des
exemples.

2. Sil’expérience consiste au choix d'un nombre aléatoire uniforme dans [0, 1], alors
Q=10,1].

3. Onlance une piece une infinité de fois et on regarde le résultat Pile ou Face. Dans
ce cas Q = {Pile, Face}" I'ensemble des suites a valeurs dans Pile/Face.

— Définition 2 | Ensemble des événements

Pour étudier les variables aléatoires dans un cadre plus général que les probabi-

lités finies, on doit définir un ensemble des événements. Celui ci est noté «f et

est un ensemble de parties de Q. Il doit vérifier les propriétés suivantes :

1. Qe o,

2. (Stabilité par passage au complémentaire) Si B € «, alors B € «7,

3. (Stabilité par union dénombrable) Une union dénombrable d’événements
estun événements: si (B;) ;e €st un famille quelconque de <f, alors U;cn B; €
.

4. (Stabilité par intersection dénombrable) : si (B;);.y est une famille de <7,
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alors ;e B; € .

Remarque 1.1 — Cette définition est atroce, mais ainsi est faite la dure vie d'un
probabiliste.

Remarque 1.2 — Les probabilistes ont le droit d’appeler un ensemble de parties
vérifiant ces propriétés une tribu, mais vous n'avez le droit.

Remarque 1.3 — Surune note plus douce, on remarquera que «f = 22(Q2) convient
toujours. On travaillera souvent avec Q = N ou Q = N*, et dans ce cas c’est ce choix
de &/ qui sera fait.

— Définition 3 | Probabilité
Soit Q 'univers d'une expérience aléatoire et «f un ensemble d’événements.
Une probabilité P est une application définie </ et a valeur dans [0, 1] telle que :
1. P(Q)=1,

2. (o-additivité) (sigma additivité) Si (B;);.n est une famille d’événements
deux a deux disjoints alors

P(UB,) = i:P(Bi).

ieN

On retrouve les propriétés de calcul que I'ont avait sur les probabilités finies.

Proposition 1

1. Soit A un événement, alors P(A) = 1 —P(A).
2. Soient A et B deux événements, alors P(AuB) =P(A) + P(B) — P(A N B).

Remarque 1.4 — Cela implique que si (A,,) est une suite d’événements,
+00 +00
P(UA,) < Y P(A,)
n=0 n=0

(o1la somme de droite est éventuellement divergente vers +oo).
Vocabulaire
? On dit que (Q, o/, P) est un espace probabilisé.

Exemple 2 — Montrer que si P est défini par P({n}) = 575, alors (N, 22(N), P) est
un espace probabilisé. Déterminer P({2n,n € N}) et P({2n + 1,n € N}).
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THEOREME DE LA LIMITE MONOTONE ET CONSEQUENCES

Le théoreme suivant, et ses conséquences, seront tres utiles pour démontrer cer-
taines propriétés des expériences aléatoires. Dans cette partie on fixe (Q2, </,P) un
espace probabilisé.

Remarque 2.1 — Soit (A,,) une suite d’événements. On rappelle qu’elle est dite
croissante pour I'inclusion si

VneNA, cA

n+l-

Elle est dite décroissante pour I'inclusion si

VneN,A,;; €A,.

~—— Théoréeme 1 | Théoréme de la limite monotone
1. Soit (A,,) une suite d’événements croissante pour I'inclusion, alors

+o00
P A;)= lim P(A),).
(kL=J0 k) n—1>+oo ( n)
2. Soit (A,,) une suite d’événements décroissante pour 'inclusion, alors

+00
P([Al)= lim P(A,).
k=0 o0

On utilisera aussi les conséquences suivantes en exercice :

— Corollaire 1

Soit (B,,) une suite d’événements, alors

1.
U U
k=0 nmree k=o

2.
N 1
k=0 n=Hoo k=0

Remarque 2.2 — Les démonstrations de ces résultats ne sont pas exigibles, et

I'esprit des concours est souvent plutdt de savoir les appliquer dans des contextes
comme celui de I'exemple suivant.
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Exemple 3 — On consideére une expérience de lancers successifs d'une piéce qui
s’arrétent au premier Face obtenu. On compte le nombre de lancers faits avant de
s’arréter. On appelle A, I'événement ”"obtenir un pile au n-ieme lancer”. Alors I'évé-
nement “obtenir une infinité de Pile” s’écrit ﬂ;‘j’l A,. Par le théoreme de la limite
monotone,

+00 n
P((Ay) = lim P([)Ag)
k=1 n—too ko

n

lim []P(A.) par indépendance

n—+oo k=1

Il
g
|

On a ainsi une probabilité 0 de ne pas s’arréter, donc une probabilité 1 de s’arréter!

QUELQUES EVENEMENTS PARTICULIERS

Définition 4 | Evénement négligeable
Un événement A € of est dit négligeable si P(A) = 0.

Exemple 4 — Reprenonsl’exemple dulancer infini de piéce : 'événement ”obtenir
une suite infinie de Pile” est négligeable car on a vu qu’il est de probabilité 0.

— Proposition 2
Une union dénombrable d’événements négligeables est négligeable.

— Définition 5 | Evénement presque siir
Un événement A € < est dit presque sir si P(A) = 1.

— Proposition 3
Une intersection dénombrable d’événements presque sirs est un événement
presque sar.

Exemple 5 — On considere unlancer infini de Pile ou Face, alors1'événement ”ob-
tenir au moins un Pile et un Face” est presque str. En effet on note A,, I'événement
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"obtenir un pile au n-iéme lancer”, on a vu que
+00
P(()A,)=0.
n=1
De méme on montre que
0 —
P(()A,)=0.
n=1
L'événement B ”obtenir au moins un Pile et un Face” est]’événement contraire de
+00 oo __
MNA Ul MNA,
n=1 n=1
qui est de probabilité 0. Donc P(B) = 1.
Définition 6 | Propriété vraie presque stirement
Soit Q une propriété dépendant de w € Q. On dit qu’elle est vraie presque sii-

rement s’il existe un événement presque sar A tel que si w € A, alors Q(w) est
vraie.

n PROBABILITES CONDITIONNELLES ET INDEPENDANCE

— Définition 7 | Probabilité conditionnelle
Soit A un événement de probabilité non nulle et B un événement quelconque.
Alors la probabilité conditionne P, (B) (qu’on lit "la probabilité de B sachant A”
est donnée par

P(ANB)

P,(B) = PR

— Proposition 4
Soit A un événement de probabilité non nulle, alors I'application

PA:Be.Qf’_’PA(B)

est une probabilité. Ainsi (Q, «/,P,) est un espace probabilisé.
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~— Théoréeme 2 | Formule des probabilités totales

Soit (A,,),, un systéme complet d’événements non négligeables. Alors pour tout
événement B on a

+00 +00
P(B)= ) P(BnA,)=} P(A,)P,,(B).
n=0 n=0
Exemple 6 — Onlance une piéce jusqu’a obtenir un Pile. Si a la la fin, on a fait un

nombre impaire de lancers, alors on a gagné. Sinon on lance un dés et on gagne si
et seulement si on obtient six. Quelle est la probabilité de gain?

—_ Définition 8 | Evénements mutuellement indépendants

Soit (A,,) une suite d’événements. On dit qu’ils sont mutuellement indépen-
dants si pour tout sous ensemble fini ] c N,

P(MA)) =[]PA)).

Jj€l jel

Remarque 4.1 — En particulier, cela implique que si les (A,,) sont mutuellement
indépendants,

(1A = ] P(A,).
n=0 n=0
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