Thomas Cometx

cHAPITRE 5 R

Fonctions usuelles

GENERALITES SUR LES FONCTIONS

Opérations sur les fonctions

— Définition 1 | Fonction
Une fonction f, définie sur un ensemble E est 'objet mathématique qui a un
nombre x € E associe une unique image f(x). On note

fixeE— f(x)

ou

x— f(x)

pour dire que la fonction f associe le nombre f(x) a x.

Vocabulaire

Si y est une valeur prise par la fonction f. Alors un réel x € E tel que f(x) =y
s’appelle un antécédent de y par f. A priori, un antécédent n'est pas unique :
pour la fonction x — x?, le réel 1 a deux antécédents 1 et —1.

Attention

On ne parle pas de la "fonction f(x)”. C’est se tromper dans la nature des objets.
En effet f est une fonction alors que f(x) est un nombre!

Définition 2 | Domaine d’'une fonction

Lensemble des réels pour lesquels la fonction est définie s’appelle le domaine
de la fonction. Pour une fonction f on le note souvent Dy.

Remarque 1.1 — Sila fonction est définie par une formule, il est intéressant de
trouver le plus grand ensemble possible sur lequel la fonction peut étre définie.
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Exemple 1 —

1.

La fonction peut étre définie par une formule. Par exemple sur R on définit la
fonction

fix— f(x)=e"—x2
On aurait aussi pu la définir sur tout domaine plus petit que R.

Une fonction peut étre définie avec des formules différentes sur différentes par-
ties de R, par disjonction de cas. Par exemple on peut écrire

x? six=0

ng(x)={

0 six <0.

. Une fonction peut étre définie sur un ensemble fini auquel cas donner les valeurs

en chaque nombre suffit. Par exemple la fonction h représentée par le tableau

X 0| 1] 2 | 1000
h) |[5]-1]12] 0

est définie sur {0, 1,2,1000} par h(0) =5, h(1) = -1, h(2) =12 et h(1000) = 0.

Remarque 1.2 — Les fonctions définies sur N sont les suites réelles.

Définition 3 | Courbe représentative
Soit f une fonction définie sur un domaine Dy. La courbe représentative de f,
notée C; est I'ensemble des points (x, f(x)) pour x € Dy, représentés dans un
repere (O;1;]) (en général orthonormé) du plan.

Exemple 2 —

\ v /

\ ;

W
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On peut par exemple lire ici f(2) =0 ou f(4) = 3.

Remarque 1.3 — Une fonction peut étre définie par son graphe. On retrouve alors
les images des points par lecture graphique.

Remarque 1.4 — La courbe représentative s'appelle aussi le graphe de f.

— Définition 4 | Opérations sur les fonctions

Soient f, g deux fonctions définies sur un méme ensemble de départE et A € R.

1. f + g est la somme des fonctions f et g. C’est la fonction définie sur E par
(f+8)(x)=f(x)+g(x),

2. Cas particulier du cas précédent, (f + A) est la fonction définie sur E par (f +
N(x)=f(x)+A,

3. Af estlafonction définie sur E par (Af)(x) = Af(x),

4. fg estle produit des fonctions f et g. C’est une fonction définie sur E par
(fg)x)=f(x) xg(x),

5. Signes’annule passurE, g estle quotient de f par g. C’estla fonction définie

i _ fx
par g(x) =@

Remarque 1.5 — Toutes ces définitions permettent aussi de définir f” pour n € N.

Exemple 3 — Donner un ensemble de définition pour
In(x)
tX— .
! x2-1

— Définition 5 | Fonctions composées

Soit f une fonction définie sur un ensemble E et g une fonction définie sur un
ensemble F. Si f est a valeurs dans F (c'est dire que Vx € E, f(x) € F, on peut
définir la fonction composée de f par g surE:

Vx eE, (gef)(x) =g(f(x)).

Exemple 4 — Prenons f = exp et x — g(x) = x%. Alors f o g et g o f sont définies
sur R avec

o fog(x)=f(g(x)) =exp(g(x)) = exp(x?),
o gof(x)=g(f(x))=f(x)* = exp(x)* = exp(2x).
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Attention
Les exemples précédents montrent que f o g # g o f (sauf cas particulier). La
composition de fonction n’est pas commutative!

Pire, I'une peut-étre définie et pas I'autre. Considérons par exemple les fonc-
tions x — f(x) = —x? et x — g(x) = In(x). g o f N'existe pas!

Proposition 1 | Associativité de la composition
Eif :E—F,g:F— G, h:G— HsontdesfonctionsalorsOn (heog)of = ho(geof).

On peut noter sans ambiguité ho g o f.

Remarque 1.6 — Cette propriété nous sert car on peut calculer des compositions
comme f o g o h dans n'importe quel sens : on peut commencer par le calculde fo g
ou celui de g o h. Quel choix ferait-on pour le calcul de expelno \/ .

Fonctions bornées, fonctions monotones

Dans cette petite partie, les définitions sont analogues a celle que 'on avait sur les
suites.

Définition 6 | Fonctions bornées
Soit f une fonction réelle définie sur I. On dit que f est:
1. minorée s’il existe m € Rtel que pourtoutx €1, f(x) = m
2. majorée s’il existe M € R tel que pourtoutx €1, f(x) < m,
3. bornée si elle est majorée et minorée.

)

Remarque 1.7 — Lensemble desimages des éléments de D par f s'appelle 'image
de D;. On note cet ensemble f (D) et formellement il est défini par

f(Dp) ={f(x),x € Df}.

La notation se généralise aux sous-ensembles de Dy. Ainsi si A = D¢ on note

fA)={f(x),x €A}

Cet ensemble s’appelle I'image (directe) de A par f.
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Notation
Si f est majorée, alors I'ensemble f (D) est une partie majorée de R. Il admet
donc une borne supérieure. On note souvent

sup f(x) ou sup f.
x(—:Df

On aura alors

Vx € Dy, f(x) < sup f(x).
x€Dy

De méme, si f est minorée alors 'ensemble f (D) est une partie minorée de R.
Il admet donc une borne inférieure. On note souvent

inf f(x) ou inff.
XEDf
On aura alors

Vx €Dy, f(x) = xierlljfff(x).

— Proposition 2
Une fonction f est bornée si et seulement si | f| est majorée.

— Définition 7 | Minimum, maximum
Soit f une fonction de D, dans R. On dit que :
1. fadmet un minimum si

Axy € Dg, Vx € Dy, f(x) = f(x0)-
Dans ce cas 13, f(x,) estle minimum de f et il est souvent noté
xnelli)r}f (x).
2. f admet un maximum si
Axy € Dg, Vx € Dy, f(x) < f(x0)-

Dans ce cas 13, f(x,) est le maximum de f et il est souvent noté

x€fo(x)-

ECG 1 - Mathématiques approfondies Lycée Camille Vernet



Thomas Cometx

Remarque 1.8 — Une fonction f admet un maximum si et seulement elle est ma-
jorée et sup f admet un antécédent.

— Définition 8 | Fonctions monotones

Soit f une fonction réelle définie sur I. On dit que f est:

1. croissante (surI) si pour tout a et bdansItelque a < b,ona f(a) < f(b),

2. décroissante (surI) si pour tout a et bdansItel que a < b, on a f(a) = f(b),

3. strictement croissante (sur I) si pour tout a et b dans I tel que a < b, on a
fla) <f(b),

4. strictement décroissante (surI) si pour tout a et b dans 1 tel que a < b,on a
f(a)> f(b),

5. monotone (sur I) si elle est croissante ou décroissante sur I,

6. strictement monotone (sur I) si elle est strictement croissante ou stricte-
ment décroissante sur I.

Fonctions paires, impaires, périodiques

— Définition 9 | Fonctions paires, fonctions impaires
Soit f une fonction définie sur un domaine Dy — R symétrique par rapporta 0:
si x € Dy, alors —x € D;. La fonction f est dite :

1. paire si pour tout x € Dy, f(—x) = f(x),
2. impaire si pour tout x € Dy, f(-x) = —f(x).

— Définition 10 | Fonctions périodiques
Une fonction réelle est périodique s’il existe un réel T > 0 tel que

VxeR, f(x+T)=f(x).

— Proposition 3

1. La courbe représentative d'une fonction paire est symétrique par rapport a
I'axe des ordonnées.

2. La courbe représentative d’'une fonction impaire est smétrique ypar rapport
a lorigine du repere.

3. La courbe représentative d'une fonction périodique (de période T) est inva-
riante par translation : les fonctions x — f(x) et x — f(x —T) ont la méme
courbe représentative.
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Remarque 1.9 — Une fonction impaire définie en 0 vérifie forcément f(0) = 0 car

f(0) =—-f(=0) = =f(0).

Exemple 5 —

1. lafonction x € R — x +3x3 est impaire,
2
2. lafonction x € R — e* est paire
3. lafonction x €] —1,1[~ In(1 — x?) est paire.

Remarque 1.10 —

1. Onditaussique lafonction est T-périodique, ou qu’elle admet T comme période,
ou qu’elle est de période T.

2. Tr'est pas unique: si f est T-périodique elle est forcément aussi 2T-périodique.
On essaie de prendre la période la plus petite possible!
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FONCTIONS DE REFERENCES

Rappels : exponentielle et logarithme

— Définition 11 | Exponentielle

La fonction exponentielle, notée exp est 'unique fonction dérivable sur R vé-
rifiant exp(0) = 1 et exp’ = exp. On note aussi exp(x) = e*.

— Proposition 4

Soient (x,y) € R*,ona

« exp(x) >0,
o exp(x+y) =exp(x)exp(y),
e exp(—x)= m,

lim,_ __exp(x)=0,
lim, _, . exp(x) = +oo.
la fonction exponentielle réalise une bijection de R sur R}.

X —00 0 +00

exp(x) o —1— +oo

Représentation graphique.

[

(0,0)

Exemple 6 — Résoudre I'équation

e?* —2e¥—-1=0.
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Définition 12 | Logarithme népérien
La fonction logarithme népérien, notée In la bijection réciproque de la fonc-
tion exponentielle. Elle réalise une bijection de ]0, +oo[ vers R.

Remarque 2.1 — Une autre définition de la fonction logarithme est

+oo ]
In(x) = fl —dt.

— Proposition 5
In(1) =0,
In(e) =1,
V(x,y) €10, +o0o[%In(xy) = In(x) +In(y),
Vx €]0, +oo[,In(3) = —In(x),

lim,_,Inx) = —o0,

lim, _, . In(x) = +oo.

— Proposition 6
Le logarithme népérien est dérivable sur ]0, +oo et

1
Vx €]0, +oo[,In’(x) = e

X 0 1 e +oo

In(x) _og—1— t®

Représentation graphique.
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Exemple 7 — Résoudre I'’équation
2In(x)-In(3x) =12.

Remarque 2.2 — Les fonctions In et exp sont réciproques 'une de l'autre. Cela

implique que leurs courbes représentatives sont symétriques par rapport a la dia-
gonale d’équation y = x.
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o, In(x)

Généralisations

— Définition 13 | Autres fonctions exponentielles
Si a > 0 on peut définir la fonction exponentielle de base a par

x€R— a* =exp(In(a)x)

qui définit

1. une bijection décroissante de Rsur R} si0 < a <1,
2. une fonction constante égalea 1 surRsia =1,

3. une bijection croissante de R sur R} si a > 1.

In(a)x

Dans chacun des cas on dérive la fonction f : x — e . Par dérivation des fonc-

tions composées on obtient
Vx €R, f'(x) =In(a)e™@*,

Ce qui nous assure déja que :

1. sia €]0,1[, la fonction est strictement décroissante (car f’ < 0)
2. sia =1, lafonction est constante (car f' = 0)
3. sia €]1,+oo], la fonction est strictement croissante (car f’ > 0)
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Cela traite compléetement le cas 2. Pour les cas 1 et 3 on sait que la fonction réalise
une bijection de son ensemble de départ sur son image que 'on détermine a partir
des limites de la fonction exponentielle. Par exemple, si a €]0, 1],

lim e™@* = lim X = +ooet lim e™@* =0,
X——00 X—+00 X—+00

C’est donc une bijection de R sur ]0, +o0].

— Proposition 7
Ces fonctions exponentielles vérifient les mémes propriétés que 'exponentielle
classique : pour tout x, y réels,
1. a* >0,
2. a*tV =a*a’,
-x _ 1
3. a =2
4. sip =0, (a*)’ =aP*.

— Définition 14 | Autres fonctions logarithmes
Si a > 1 on peut définir la fonction logarithme de base a par

In(x)
In(a)

xeR—In,(x)=

qui définit bijection croissante |0, +oo[ sur R.

Fonctions puissances

Dans cette partie, on souhaite généraliser les fonctions de la forme x — x" que l'on
connait déja. Cela se basera sur la formule suivante, vraie grace aux formule de cal-
cul sur les puissances :

x" =exp(niIn(x)).

Ces fonctions sont bien définies sur R, mais pour généraliser a des fonctions de la
forme x — x%, avec a un réel, on va devoir se restreindre a R}.

Définition 15 | Fonctions puissances
Soit a € R, on définit une fonction puissance sur R} par la formule

x — x% = ealn(x)'

Ces fonctions ont un comportement différent en fonction du signe de a. On ne traite
pas le cas a = 0 car il est direct que cela correspond a une fonction constante égale
al.
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Cas a>0. Dans ce cas la, la fonction est définie sur R, .

— Proposition 8
Pour a > 0, la fonction x — x® est définie sur [0, +oo[ et réalise une bijection
strictement croissante.

X 0 +00

x(x 0/ +00

[

. . 1 -
Remarque 2.3 — Soit a > 0, les fonctions x — x® et x — x« sont réciproques
I'une de l'autre sur |0, +oo[. Leurs courbes sont donc symétriques par rapport a l'axe
d’équation y = x. C’est le cas sur la figure précédente.

Remarque 2.4 — Les tracés pour a > 1 et a < 1 sont vraiment différents! Un cha-
pitré ultérieur est consacré a la notion de convexité qui expliquera cela.

Remarque 2.5 — Pour a = 1, les fonctions sont dérivables sur [0, +oo[. Pour a < 1,
elles le sont uniquement sur |0, +oo[. Cela se voit a la tangente verticale en 0.

Exemple 8§ — Les fonctions x — x" pour n € N rentrent dans cette catégories et
son particulieres car elles sont définies sur R.

. . 1 . . L
Exemple 9 — Soit n € N*, la fonction x — x» est la fonction racine n-iéme. On
sait qu'elle est définie sur R, et on a vu que dans le cas ol n est impair, on peut aussi
la définir sur R.
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Cas a <0.

— Proposition 9
Pour a < 0, la fonction x — x® est définie sur |0, +oo[ et réalise une bijection
strictement décroissante de cet ensemble.

X 0 +00

o +w\0

a<0

(S o

Fonctions trigonométriques

— Définition 16 | Fonctions cos et sin

Le cosinus d'un nombre réel x (ou d'un angle exprimé en radians), est ’abscisse
du point obtenu en reportant lalongueur x le long du cercle unité (en partant du
points (0;1). Le sinus d'un nombre est son ordonnée. On définit des fonctions
réelles cosinus et sinus qui a un réel x associent ces nombres. On les note cos
et sin.
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y
1
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1
2
tan x
X ‘ x
1 1 cosx 1
2
\ 1 /
32
\
-1

Des valeurs remarquables des fonctions cosinus et sinus sont a connaitre.

x 0] § 1% |33
cos(x) @ g 110
sin(x) [0 3 % @ 1

Pour trouver les autres valeurs remarquables, on se référe au cercle trigonométrique
et aux égalités suivantes.

— Proposition 10
Pour tout réel x,
1. cos(m—x)=—cos(x),

2. cos(—x) = cos(x) : la fonctions cos est paire,
3. sin(m —x) = sin(x),
4. sin(—x) = —sin(x) : la fonction sin est impaire.
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Proposition 11

Soient (x,y) € R?, onales équivalences
* cos(x)=cos(y) < JkeZx=y+2knoudkeZ x=-y+2kmn,
e sin(x) =sin(y) < x=y+2knoudikeZ x=n—y+2km.

Exemple 10 — Résoudre les équations suivantes :

_ V2
1. cos(x+7) =5,

7

1 3 . _
2. 3cos(x)+ 5-sin(x) = 1.

— Théoréme 1
Pour tout réel x,
cos?(x) +sin®(x) = 1.

— Proposition 12

Pour tous réels a et b,
1. cos(a+ b) = cos(a)cos(b) —sin(a)sin(b),
2. sin(a + b) = cos(a)sin(b) + sin(a) cos(b).

— Corollaire 1
Pour tout réel x,

e cos(2x) = cos?(x) —sin?(x) = 2cos?(x) — 1 =1 —2sin?(x)
e sin(2x) = 2cos(x)sin(x).

— Théoréme 2
Les fonctions sin et cos sont dérivables sur R et on a pour tout x € R:
1. cos'(x) = —sin(x),

2. sin’(x) = cos(x).
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— Définition 17 | Fonction tangente
La fonction tangente, notée tan est définie sur R\{kn + 7, k € Z} par

— Théoréme 3

La fonction tangente est une bijection strictement croissante de | — 3, 2

~202

[ surR.

x |-m/2 o0 /2

tan(x) oo — 0 >

N
W

Remarque 2.6 — Le tableau des valeurs remarquables se compléte comme ceci.
On prétera particulierement attention a la valeur tan(7) = 1.
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X 0 \;_ 3_ 2 13
3 2 1
cos(x) | 1| ? \;_ 0
. 1 2 3
sin(x) | 0 % Sl 1
tan(x) | O 7 1 \/5
Remarque 2.7 — La fonction tangente est impaire.

— Définition 18 | Fonction Arctangente

La bijection réciproque de la fonction tan s’appelle la fonction Arctangente,

note arctan. Elle est définie sur R et réalise une bijection croissante vers | - 7, 7.

— Théoréme 4
1. Lafonction tan est dérivable sur tout intervalle de la forme | - + km, 7 + kn[
(oukeZ)et
1

T T
Vxe€]l—-=+km =+ kn[,tan’(x)=1+tan(x)’? = ——.
] 5 5 [ (x) (x) cos(x 2

2. Lafonction arctan est dérivable sur R et

Vx € R,arctan’(x) = .
() 1+ x2

Remarque 2.8 — On retiendra la formule de trigonométrie

W =1+ tan(x)2

pour x réel qui n'est pas de la forme 7 + k7, k € Z. On peut dresser le tableau de
variations et tracer l'allure de la courbe de la fonction arctan.

X —00 0 +00

arctan(x) -5 ——0—
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/2

[

—71/2

Remarque 2.9 — La fonction Arctangente est impaire.

Remarque 2.10 — Onretiendrala valeur remarquable arctan(1) = J et arctan’(0) =
1.

Proposition 13
1. Lafonction cosinus est 27 -périodique,
2. Lafonction sinus est 27 -périodique,
3. Lafonction tangente est 1t -périodique.

Exemple 11 — Déterminer une périodede lafonction f définiepar f (x) = cos(2x)+
sin(3x).

ECG 1 - Mathématiques approfondies (gEkJj Lycée Camille Vernet



	Fonctions usuelles
	Généralités sur les fonctions
	Opérations sur les fonctions
	Fonctions bornées, fonctions monotones
	Fonctions paires, impaires, périodiques

	Fonctions de références
	Rappels : exponentielle et logarithme
	Fonctions puissances
	Fonctions trigonométriques



