TD 11 - Continuité des fonctions

THEOREME DES VALEURS
INTERMEDIAIRES

Exercice 1

1. SoitP(x) = x*+ax®+bx+cun polyndme du troisieme de-
gré. Montrer que P(x) = 0 admet au moins une solution.

2. Soit n € N* et d > 0 un réel positif. Montrer que I’équation
x" — d admet au moins une solution.

Exercice 2 Montrer que I'équation x” —3x%> +4x -1 =0
admet au moins une solution dans l'intervalle | — 1;1].

Exercice 3 Soit f :[0,1] — [0, 1] une fonction continue. En
étudiantlafonction g : x — f(x)—x, montrer qu’il existe x,, €
[0,1] tel que f(x,) = x,-

Le réel x,, est un point fixe de f.

Exercice 4 Soit f la fonction réelle définie par

Vx eR: f(x) = arctan(2x) — arctan(x).

ECG 1 - Mathématiques approfondies

Pour tout ¢ € R, combien a de solution(s) I'équation f(x) =
c.

Exercice 5 Le samedi, Antonin randonne dans le massif de
la Chartreuse. Il part a 14h. Il dort sur place. Le lendemain,
Antonin fait le chemin du retour. Il part & 14h. Montrer qu'il
existe un point de son chemin de randonnée auquel Antonin
arrive a la méme heure le samedi et le dimanche.

THEOREME DE LA BIJECTION

Exercice 6 Montrer que les fonctions suivantes réalisent
une bijection d’un intervalle I sur un intervalle ] a détermi-
ner. Expliciter la bijection réciproque

1 fix— €5 3. f:x—1In(x*+1),
2. frx— &5 4. fix—\/1+yx+1.

Exercice 7 Soit f la fonction définie sur R, par f(x) = x* +
2
x“+x-1.
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1. Dresser le tableau de variations de la fonction f .

2. Montrer que f réalise une bijection entre R, et un inter-
valle a préciser.

3. Montrer que, pour tout entier n = 1, '’équation f(x) = n
admet une unique solution. On appelle (u,,) cette unique
solution.

4. Etudier les variations de la suite (u,,). Admet-elle une li-
mite?

BORNES ATTEINTES

Exercice 8 On se repere sur I'équateur en utilisant I'angle
comme si c’était le cercle unité. On note f la fonction définie
sur R qui a une abscisse sur le cercle unité associe la tempé-
rature en ce point.

1. Montrer que f est périodique et donner sa période.

2. En supposant que la température une fonction continue
de l'abscisse, montrer que f admet un minimum et un
maximum.

3. Montrer qu'il existe au moins deux points sur I'équateur
qui ont la méme température.

Exercice 9 Soient f, g : [a, b] — R continues telles que

Ve la, bl f(x) < g(x).
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Montrer qu'il existe a > 0 tel que

Vxela,b], f(x)<g(x)-a.

n RETOUR SUR LES SUITES

Exercice 10 On consideere la fonction f : R — R définie
par

x2 2x 1

I=g+3+y

et on déefinitlasuite (x,,),-, enposantx, =0etx,_ ., = f(x,)
pour n € N.

1. Montrer que I'équation x* — 3x + 1 = 0 posséde une solu-
tion unique a €]0,1/2].

2. Montrer que I'équation f(x) = x est équivalente a I’équa-
tion x*—3x+1 = 0 et en déduire que a est'unique solution
de l'équation f(x) = x dans I'intervalle [0,1/2].

3. Montrer que la fonction f est croissante sur R et que
f(R*) cR*. En déduire que la suite (x,,) est croissante.

4. Montrer que f(1/2) <1/2 eten déduireque0<x, <1/2
pour tout n = 0.

5. Montrer que la suite (x,,) >, converge vers o.
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Exercice 11 Soient a et b deux réels strictement positifs; on
définit une suite (u,,) par:

uy=0et; u,,,=+/au,+b

. Montrer qu'il existe une valeur de u, pour laquelle cette

suite est stationnaire.
Montrer que si u, est distinct de cette valeur, (u,,) est mo-
notone et bornée. Trouver lim,,_,  u,,.

Exercice 12

1.

Montrer que I’équation x3 = 1 — nx admet une seule solu-
tion sur [0, +oo[ que l'on note x,,.

. Montrer que la suite (x,,), . €st strictement décroissante.
. Montrer que la suite (x,,),y est convergente et calculer

sa limite ¢.

. (Pour plus tard) Déterminer un équivalent de x, — ¢ au

voisinage de +oo.

Exercice 13 Soit f la fonction réelle définie par f(x) = x +
In(x).

1.
2.
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Déterminer le domaine de définition D, de f.
Montrer que f réalise une bijection entre D, et un inter-
valle a déterminer.

. Montrer que pour tout n € N*, I'équation f(x) = % admet

une unique solution x,,. Justifier que x,, €]0, 1[.

. Montrer que (x,,) est une suite décroissante.
. Montrer que x,, converge vers une limite ¢ vérifiant

¢+In(¢)=0.

. Ecrire un programme Python qui prend en entrée un flot-

tant epsilon et renvoie ¢ avec une précisions de epsilon.
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