TD 7 - Suites

LIMITES DE SUITES

Exercice 1 Déterminer, si elles existent, les limites des suites
suivantes :
4. t, =5n*-4n3.

L u,=n+g, In(n)™2

2. v, =5In(n)* - 3. w,=5"+(3)",

Exercice 2 Déterminer les limites (si elles existent) des
suites suivantes.

Syn_
1 u,= (%)Z x ni 3. u, =/n(=2)", 5 y,=597
2. u, :(g) xn®, 4 oy = %’ 6. u, _50n5t'10

Exercice 3 Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que
(u, +v,) et (u, —v,) convergent. Montrer que (u,) et (v,)
convergent.
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Exercice 4 Déterminer les limites (si elles existent) des
suites suivantes.

— 4 3 _ —5n’-1 3+l
1. u,=—-n"+n"- 4. Un = 3241270 7. u. =21
2 n_yn n n+2 ’
n“+n-1, 5. u, =23-4 8 — n
u 5n%-1 o m-17 - Un =30
© Un = 3251000 6. u, = 9. u, =3n+1+
U, = _5n-1 In(n)3-In(n) -3
©Un T 3nd+12n’ “In(n)2+1 ’ nZ+1"

ETUDES DE SUITE

Exercice 5 Les suites suivantes sont elles minorées, majo-
rées, bornées?

1. lasuite u définie par u,, = n® +1,
: A : — h—1
2. la su%te v deﬁm? par v, = 7=,
3. la suite w définie par w,, = cos(n) — n.

Exercice 6 Les suites suivantes sont-elles monotones, stric-
tement monotones? Préciser la nature de la monotonie.
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la suite u définie par u, = n*+1,
la suite v définie par v, = (-1)",
la suite w définie par w, =letw,,, = %,
la suite x définie par x, = -letx,,; = %”,
la suite y définie par y, = [gjl,

ne

la suite z définie par z,, = 7=

S e

Exercice 7 Soit (u,) la suite définie par u, = 1 et pour tout

entier n,
Upl = V2+ U,

1. Montrer que pour tout 7 € N,
O<su,s<?2

2. Montrer que u,, est croissante.
3. Que peut-on conclure?

Exercice 8 Soit (u,,) la suite définie par u, € R et pour tout
entier n,
Upyr = Up — uiz
1. Montrer que si (u,) converge vers une limite ¢, alors ¢ =
0.
2. Montrer que (u,,) est décroissante.
3. Dans cette question u, < 0. Montrer (u,) diverge vers
—0Q.
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4. Dans cette question u, € [0, 1]. Montrer que pour tout n €
N, u,, € [0,1]. Que peut-on conclure?

5. Dans cette question u, > 1. Quel est le signe de u; ? En
déduire que la suite a une limite que 'on déterminera.

Exercice 9 Soit (u,,) la suite définie par u, € R et pour tout
entier n,
U, =U,+2n+3.

1. Montrer que la suite (u,,) est croissante.
2. Est-elle majorée, minorée?
3. Conjecturer et démontrer une formule pour u,,.

SUITES DE REFERENCE

Exercice 10 Trouver une expression explicites des suites
suivantes :

u,=12etvneN,u,,; =3u, -2,
Uuo=-2etvneN,u,,, =-3u,+1,
up=-letvneN,u,,, +2u, =1,
u,=3etvneN,u, =3u,,., -2,

W
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Exercice 11 On souhaite étudier la suite (u«,,) définie par
Uy € R et pour tout entier n € N,

2
1+u,

Upy1 =

1. Siu, = -2, conjecturer et démontrer le comportement de
la suite.

2. Si uy =3, montrer que pour tout entier n, 0 <

3. On définit une suite (v, ) par

u,—1

u,+2

u, <3.

n

Montrer que v, et géométrique et en déduire une expres-
sion de v, en fonction de n.
4. En déduire une expression de u,,.

Exercice 12 En se ramenant a une suite récurrente linéaire
d’ordre 2, trouver une formule explicite pour la suite définie

paruy,=1,u, =eetpourtout n € N, u,,» = /U, U,

n SUITES ADJACENTES ET MONOTONES

Exercice 13 On définit la suite (u«,,) par pour tout 7 € N,

& (-1
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Montrer que (u,,,) et (u,,., ) sont convergentes vers la méme
limite. Que peut-on en déduire pour (u,,)?

Exercice 14 Montrer que les suites définies par

no1 1
n= L Ot =Sat

convergent vers la méme limite.

Exercice 15 Montrer que les suites définies par

n n 1
= ——2v/netv, = —=-2vn+1
gf " kgl k

convergent vers la méme limite.

Exercice 16 Soient a et b deux réels vérifiant 0 < b < a.
Soient (u,,) et (v,) des suites définiesparuy, =a € R,yy=b €
Ret

VneN,u,,, =

Montrer que les suites u et v convergent vers la méme li-
mite.
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Exercice 17 Soit H,, la suite définie pour n = 1 par

n o]
H,=) —.
k=1

=

1. Montrer que soit H,, converge, soit H,, tend vers +oo,
: 1

2. Montrer que quelque soit n =1, H,, —H,, = 3,

3. En déduire que H,, tend vers +oo.

Exercice 18 Soit (u,,) une suite croissante convergente vers
une limite ¢. On définit, pour tout n € N, v, = Ziso e

n+l1
1. Montrer que (v,,) est croissante.
2. Montrer que pour toutn € N, 1,,, <
3. Montrer que (v,) converge vers £.

Uy+Uy,
2 .

“ EXERCICES COMPLEMENTAIRES

Exercice 19 On considere la suite (u,,) définie paru, = let,
u
ourn=0, u,,, = 1.
p » “n+1 U,+1

1. Soit f lafonction définie sur | - 1; +oo par f(x) = -7 Mon-
trer que si x € [0,1], alors f(x) € [0,1].

2. Montrer que pour tout n =0, u,, € [0, 1].

Etudier le signe de f(x) — x sur | — 1; +ool.

4. Montrer que (u,,) est décroissante.

@
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5. En déduire que (u,,) converge.
6. Déterminer la limite de (u,,).

Exercice 20

1. Montrer que I'équation x* = 1 - nx admet une seule solu-
tion sur [0, +oo[ que l'on note x,,.

2. Montrer quelasuite (x,,) . est strictement décroissante.

3. Montrer que la suite (x,), .5 €st convergente et calculer
sa limite £.

4. (Pour plus tard) Déterminer un équivalent de x,, — £ au
voisinage de +oo.

Exercice 21 On définit une suite (u,,) par

u,=-e"n -1, uy € R.

1. Etudier la fonction g : x € R — e* — 1 — x. Dresser son ta-
bleau variations et son tableau de signe.

Montrer que (u,,) est croissante.

Montrer que si (u,,) converge, alors lim u,, = 0.

Dans cette question, 1, < 0. Montrer que (u«,,) converge.
Dans cette question u, > 0. Montrer que (u,,) diverge vers
+00

O o
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Exercice 22 On définit une suite (u,,) par
1
VUn

Montrer que (u,,) tend vers +oco.

U, =uU,+ Uy = 1.

Exercice 23 Soit une suite (u,,) croissante telle que (u,,,)
converge. Montrer que (u,,) converge.
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