Exercice 1

1. Soit W une variable aléatoire discrete a valeurs entiéres. On introduit la fonction Gy,
définie sur [0, 1], par

Vte[0,1], Gy(t)= JfP(W: n)t".

n=0
a) Justifier que Gyy est bien définie sur [0,1].
b) Montrer que Gy, est croissante sur [0, 1].
¢) En déduire I'existence d'un réel ¢ tel que lim,_,- Gy, (¢) = ¢.
d) Montrer que :

m
VmeN* Vre[0,1], Y P(W=n)t"<Gy(r)<Gy(1)
n=0

puis que :

VvmeN*, > P(W=n)<?l<Gy(l)

n=0
e) En déduire que Gy est continueen 1.
f) Justifier que, pour tout ¢ € [0,1[, la série Y., nP(W = n)t"! est convergente.
On admet que Gy, est de classe €' sur [0, 1] et que, pour tout £ € [0, 1] :
+00

Giy(t) =) nP(W=n)"!

n=1
g) Montrer que Gy se prolonge en une fonction continue sur [0, 1] si et seulement
si W admet un espérance, et que dans ce cas G{y(1) = E(W).
2. Soit (A,),»; une suite d’événements mutuellement indépendants.
a) Montrer que, pour tout x € R,ona 1 —x < exp(—x).
b) Montrer que, pour tous entiers m, n vérifiant 1 <n < m,ona:

m m
P(U Ak) < Y P(Ay).
k=n k=n
C) Montrer que, pour tous entiers m, n vérifiantl < n < m,ona:
m m
P(U Ak) > 1—exp(— > P(Ak)).
k=n k=n

d) On suppose que la série )., P(A,) diverge.
Montrer que

P(ﬂ UAk):l.
nzlk=n
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Exercice 2
1. Soit x et y deux réels.
a) Déterminer un équivalent simple de t*~!(1—¢)”~! au voisinage de 0 .

1
b) En déduire que I'intégrale [ r* (1 - ¢)’~! dr converge si et seulement si x > 0.
c) Montrer, a 'aide du changement de variable s = 1 — ¢, que les intégrales

1 1
fl Y 1-t)tder et fz (1 -s5)*tds
1 0

2

sont de méme nature.
d) En déduire que
Jo 571 (1 = )" dt converge si et seulement si x > 0 et y = On note désormais,
pour tout couple (x, y) de réels strictement positifs, B(x, y) = fi ¥ (1-¢)"~" dr.
e) Montrer que
V(x,y) €]0,+0[*,  B(x,y) =B(y,x).
2. Soit x > 0, calculer B(x, 1).
3. a) Montrer que
Y(x,y) €]0, +o0 [2, B(x+1,y)+B(x,y+1) =B(x,y).

b) ATlaide d’'une intégration par parties, démontrer que

V(x,y)€]0,+oo[2, xB(x,y+1)=yB(x+1,y).
c) Endéduire que
x
V(x, 0,+00[?, B(x+1,y)=—— B(x,
Co,y) €10, +ool®,  Bla+1y) = == Blx,y)

4. Montrer que :
(p-1)i(q -1)!
(p+q-1)

Y(p,q) € (N*)?, B(p,q) =

Exercice 3 Un géologue creuse et chercher des pierres précieuses.. Le nombre pierres
qu’il trouve en une heure est une variable aléatoire N qui suit une loi P(A) avec A > 0.
Chacune de ces pierres a une probabilité p €]0, 1] d’étre précieuse et donc 1 — p d’étre
banale. On note X le nombre de pierres précieuses obtenues et Y le nombre de pierres
banales.

1. Déterminer, pour tout (i,j) € N?, la probabilité conditionnelle Pjy_; X =j).
2. Déterminer la loi du couple (N, X).
3. Déterminer la loi de X.
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4. Déterminer laloide.
5. Montrer que X et Y sont indépendantes.
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