D M # 2- de —1 donc toujours strictement négatif. On a pour en-
semble solution | S, = [2,3[ |.
e cas 3 (x €]3,5]). L'inéquation devient
x2-5x+6<5-x < x’-4x+1<0.
Exercice 1 Résoudre dans R1'inéquation

Ix%—5x +6| <|5—x|. On retrouve l'inéquation du cas 1, donc on garde

comme ensemble solution |S; = [3,2 + V3[I

Corrigé * cas 4 (x > 3). Linéquation devient
Il faut traiter différents cas en fonction des signes , ,
des expressions en jeu. x> —5x +6 = (x — 2)(x — X°=3x+6<x-5 < x"-6x+11<0.

3) donc il faut traiter les cas dans les intervalles | —
00;2]»]2»3]’]3’5]’]5’+oo[-
e cas 1 (x €] —o0,2]). Linéquation devient

C’est un trindme du second degré de discriminant A =
36—44 = —8. Le trindme est donc toujours du signe de 1
donc toujours strictement positif. On a pour ensemble

x> -5x+6<5-x < x*—4x+1<0. solution.

C’est un trindbme du second degré de discriminant Lensemble des solutions est|S = [2 - v/3,2 + /3] |
A = 12. Les racines sont 2 — \/§ et 2+ \/§ Le coeffi-
cient dominant est positif donc le trindme est néga-
tif de ses racines. On garde comme premier ensemble Exercice 2 Simplifier

S, =[2-/3,2]|

n
e cas 2 (x €]2,3]). Linéquation devient I1
i=1

2i+3
2i—1

—x2+5x-6<5-x < —-x®+6x-11<0.

C’est un trindme du second degré de discriminant A =
36 — 44 = —8. Le trinome est donc toujours du signe
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Corrigé 4. Yo zk(Z)
C’est un produit télescopique. Cela se voit en réalisant le Corrigé
changement de variable i =i’ -2 < i’ =i+2dansle

numeérateur. On obtient 1. La quantité a sommer ne dépend pas de k donc la

somme vaut. ny/2 "
n2i+3 120+3 2
I1 = '
k_ . ¥Y' k
”+22(z ~2)+3 [14"=q%=
k=1
2[ -1 n(n+1)
= q 2 .
Hn+2 2l
2 =1l =
_(2n+1)(2n+3)H?:321—1 lﬂl(1+l): g _k+1
- 1x3 n L 2i—1 k=i k)oea K
_(2n+1)(2n+3) _ T k41
B 3 ' k=1 K
n+1 3
o n2j+3 (2n+1)(2n+3) = Tpartelescopage
Ainsi, H )
=1 3 =n+]l.
4. On calcule
Exercice 3 Calculer n - n (n
—-3n+1 Z Zk( ) — Z ( )Zkln_k
1. ZZZI\/E k=0 \k] i=o\k
2. ngl q (671‘5 R) = (2+1)" par la formule du bindome
8. M=y (1+ %) =3",
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Exercice 4 Soient n, p € N*. On souhaite calculer Donc| S = P'Z (H—.p).

n(p 3. On raisonne par récurrence sur 7 € N.

= Z L_H(i +Jj ))- Initialisation. Pour n = 0, la somme vaut (}) = 1 et
oV le terme de droite vaut (? 1) =1 donc la propriété est

1. Exprimer Hp ,(i +J) avec des factorielles. vraie au rang 0.

(pr) Hérédité. Soit n € N, on suppose que 'égalité est vraie

2. En déduire que S = p!
q PILi- au rang n. On la montre au rang suivant :

3. Montrer, par récurrence sur n que

nof+ +1+ ;
Z l p P " et déduire la valeur de S. (i tp s l+l9 p+n+l
iz0 p+1 ;) Z .
1= i=0
Py +n+1 +n+1
Corrigé (pp+1 ) (pn+1 )(parH.R.)
p i+p)!
L TGN = G D x G2 p) = 2 (p+n+1) (p+n+1)
]:
p+1 p
2.
p+n+l p+tn+l ]
S=y z+p)' car nel |- p par symétrie.
i=0
2
v (l"‘P)' o par la formule de Pascal
_g’) llpl p+1
_ Xn: (i+p)! doti la propriété au rang n + 1. Par prin-
iz ip! cipe de récurrence la propriété est donc
3 i(z+p) vraie pour tout n. On en déduit que
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S:p!(p+n+1), e

n
p+1 ij=3 2 ij
Remarque On pouvait aussi utiliser les factorielles Isi<jsn :1:_11] =’+1n
plutot que la symétrie des coeflicients binomiaux. -y L Y j)
i=1 \j=i+1
) ) . =l (n—i)(i+1+n)
Exercice 5 Soit n € N*, calculer la somme = i >
=1
S = Z ij. (on reconnait une somme arithmétique)
I<i<j<n 17=
== Z i(ni+n+n®>-i*>—i-ni)
A 2 i=1
Corrigé 1 n-1

On calcule la somme : =5121—l —i*+(n+n)i

(.i i +(n+nz)’f§i
(un—1u3 (n-1)(n)(2n-1)
~2

2 12
N (n+n*)n(n-1)
i .
o 1 (nm-1DY3 (m-1D)2n-1) , (n+n®)n(n-1)
Ainsi S_E( 5 ) — o + 7 .
Exercice 6
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1. Trouver une suite u,, de forme u,, = (a + bn)3" telle que un minimum, un maximum, et des bornes inférieures et su-

pour tout entier n, u,_., — u, = n3". périeures.
2. Endéduire Y} _, k3k.

Corrigé
Corrigé L'étude de la fonction inverse montre que 'ensemble X
1. Soient a et b des réels et n € N, alors est égal a |0, +oo[. Doncil n’a ni maximum ni minimum. Il

n’'a pas de borne supérieure, mais admet 0 comme borne
Upsr — Uy = 13" < (b(n+1)+a)3""! = (bn +a)3! inférieure.
< (bn+b+a)x3x3"—(bn+a)3" =n3"

< (2bn+(3b+2a))3" =n3" | £, crcice 8 Déterminer les domaines de définition des fonc-

< 2bn+2b+4a = n. tions suivantes :
Il suffit donc d’avoir 2b = 1 et 3b + 2a = 0, soit . x-3 . In(4 — x*)
— 3 fix—In P etg.xH—XZ_1 .
b—zetd—?——z.
2.
noon Corrigé
kgo k3" = k;) U1 ~ Ug Etude de f. Soit x € R.
= U, — Uy par télescopage
3 3 x—-3
:(E__)3n+__ xeDp &= x#+-2et——>0.
2 4 4 X+2

Ainsi| ¥7_, 3k = (g ~ %)3,, N 13_1. On réalise un tableau de signe :

Exercice 7 SoitX = {1, x €]0, +oo[}. Déterminer si X admet
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X —00 -2 3 +00
x-3 - 0 +
xX+2 - 0 +

-3 _

D’apres le tableau de signe,

Dy =] - 00, —2[U]3, +oo[.

Etude de g. Soit x € R.
x*-1#0

xeD, = n

4-x>0

x€]-2,2|
—

x¢{1,-1}

<~ x€]-2,-1[u]-1,1[uU]1,2].

Donc|Dg =] -2,-1[u] - 1,1[u]1,2][.

ECG 1 - Mathématiques approfondies

Lycée Camille Vernet



