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Soit (𝑢𝑛)𝑛⩾0 une suite de réels. Si la série numérique de terme général 𝑢𝑛 converge, on
dit qu’elle converge a l’ordre 1 et on note alors (R1,𝑛)𝑛⩾0 la suite des restes de cette série,
autrement dit :

∀𝑛 ∈ℕ, R1,𝑛 =
+∞
∑

𝑘=𝑛+1
𝑢𝑘

Si ànouveau la sériede termegénéralR1,𝑛 converge, ondit que la série∑𝑛≥0𝑢𝑛 converge
à l’ordre 2 et note (R2𝑛)𝑛,30 la suite des restes de cette série, autrement dit :

∀𝑛 ∈ℕ, R2,𝑛 =
+∞
∑

𝑘=𝑛+1
R1,𝑘.

Plus généralement, pour tout entier 𝑝 ⩾ 2, si la série de terme général R𝑝−1,𝑛 converge,
on dit que la série ∑𝑛≥0𝑢𝑛 converge a l’ordre 𝑝 et on note alors (R𝑝,𝑛)𝑛⩾0 la suite des
restes de cette série :

R𝑝,𝑛 =
+∞
∑
𝑘=1

R𝑝−1,𝑘

On peut noter : pour tout 𝑛 ∈ ℕ,R0,𝑛 = 𝑢𝑛. Le but de cet exercice est d’étudier, sur cer-
tains exemples, l’ordre de la convergence de la série de terme général 𝑢𝑛.

1. Soit α ∈ R. On considère, dans cette question uniquement, que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ ∶
𝑢𝑛 = 1

𝑛α .
a) Rappeler la condition nécessaire est suffisante sous laquelle∑𝑛≥1𝑢𝑛 converge.

On se place désormais sous cette condition.
b) Pour tout entier 𝑘 ⩾ 2, justifler que :

∫
𝑘+1

𝑘

d𝑡
𝑡α

⩽
1
𝑘α

⩽∫
𝑘

𝑘−1

d𝑡
𝑡α

.

c) En déduire que pour tout 𝑛 ⩾ 1 :

1
α−1

⋅
1

(𝑛+1)α−1
⩽R1,𝑛 ⩽

1
α−1

⋅
1

𝑛α−1 .
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d) En déduire que :

R1,𝑛 ∼
𝑛÷+∞

1
(α−1)𝑛α−1 .

e) Sous quelle condition nécessaire et suffisante sur α, la série∑𝑛≥1𝑢𝑛 converge-t-
elle à l’ordre 2?

f) Conjecturer à quel ordre la série∑𝑛≥1𝑢𝑛 converge.
2. On considère, dans cette question uniquement, que pour tout 𝑛 ∈ℕ∗ ∶ 𝑢𝑛 = 1

𝑛𝑛 .
a) Montrer que la série∑𝑛≥1𝑢𝑛 converge.
b) Montrer que, pour tout 𝑘 ⩾ 3,𝑢𝑘 ⩽ 1

3𝑘 , puis en déduire que, pour tout 𝑛 ⩾ 2 :

0 ⩽ R1,𝑛 ⩽
1

2×3𝑛
c) En déduire que la série∑𝑛⩾1𝑢𝑛 converge à l’ordre 2, et que, pour tout 𝑛 ⩾ 1 :

0 ⩽ R2,𝑛 ⩽
1

4×3𝑛
d) Montrer que, pour tout 𝑝 ⩾ 1, la série ∑𝑛⩾1𝑢𝑛 converge à l’ordre 𝑝 et que pour

tout 𝑛 ⩾ 1 :

0 ⩽ R𝑝,𝑛 ⩽
1

2𝑝 ×3𝑛
e) La série∑𝑛⩾1R𝑛,𝑛 converge-t-elle?

3. On considère, dans cette question uniquement, que pour tout 𝑛 ∈ℕ ∶ 𝑢𝑛 =
(−1)𝑛
𝑛+1 .

a) Montrer que :

lim
𝑛→+∞

∫
1

0

𝑡𝑛

1+𝑡
𝑑𝑡 = 0

b) SoitN ∈ℕ. En remarquant que pour tout 𝑘 ∈ℕ, 1
𝑘+1 =∫1

0 ι
𝑘 d𝑡, montrer que :

N
∑
𝑛=0

𝑢𝑛 =∫
1

0

d𝑡
1+𝑡

−∫
1

0

(−𝑡)N+1

1+𝑡
d𝑡

c) En déduire que la série∑𝑛⩾0𝑢𝑛 converge et que, pour tout 𝑛 ⩾ 0 :

R1,𝑛 =∫
1

0

(−𝑡)𝑛+1

1+𝑡
d𝑡

d) Montrer par récurrence que, pour tout entier 𝑝 ⩾ 1, la série ∑𝑛>0𝑢𝑛 converge à
l’ordre 𝑝 et que pour tout 𝑛 ⩾ 0 :

R𝑝,𝑛 =∫
1

0

(−𝑡)𝑛+𝑝

(1+𝑡)𝑝
d𝑡
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