DEVOIR SURVEILLE# 11N

Date : 24 septembre 2025
Durée : 4h
Quelques consignes :

* Accordez un grand soin a la présentation et a la rédaction des résultats. Cela, comme
aux concours, sera largement pris en compte dans ’évaluation de la copie. Utilisez le
brouillon!

* Traitez les questions dans l'ordre. Encadrez les résultats. Laissez une marge suffisante
pour les points et commentaires. Revenir sur une nouvelle page au début de chaque
exercice. Numérotez les pages (en indiquant bien le nombre total de pages).

e Il est possible de sauter une question en I'indiquant clairement sur la copie.

e Il est vain d’essayer d’arnaquer le correcteur : cela serait sévérement sanctionné.

* Les devoirs en prépa et les sujets de concours sont longs. Avancez a votre rythme en
utilisant tout le temps qui vous est proposé.

* Les calculatrices et documents sont interdits.

Exercice 1 Soit n € N, montrer que

nest pair < n?+ 11 estimpair.

Exercice 2 Déterminer I'expression explicite de la suite définie par

uO :].
u1 :0
VneN,u,,, =6u,,; —9u,.

Exercice 3 Résoudre I'inéquation

In(x)?> -6In(x) +8 < 0.

ECG 1 - Mathématiques approfondies Lycée Camille Vernet



Exercice 4 Pour chacune des affirmations suivantes : donner leur négation, puis dé-
montrer si 'affirmation est vraie ou fausse.

1. VreN,Ix R, e* = n.
2. Ax €]0, +oo[, Yy €]0, +oo[,y = x.
3. VxeR,dneN,n < x.

Exercice 5 Déterminer un réel a € R tel que I'ensemble de définition de la fonction
x — \/e*—2est[a,+oo[. Démontrer que :

Vy € [0,+o0[,x € [a,+oo[,y = V e*¥ —2.

Exercice 6

uO:()

On consideére la suite (u,,) définie par { VneN,u,,, = 2u, +3"

1. On définit la suite (v,) pour tout entier n € N par v, = g—,’f Montrer que :

2 1
VneN,vn+1:§vn+§.

2. En déduire une expression de v,, puis de u,,.

Exercice 7 Résoudre I'inéquation

x*<|2x-1|.

Exercice 8

1. Montrer que pour tout n € N, n® +6n?+5n+2 < (n+2)3. (Pas de récurrence ici pour
cette question!).
uO = ul =1

_ 2 . Démontrer
VReN, U, o= Uy + 555U,

2. On consideére la suite (u,,) définie par : {

que:VneN* 1<u,<n’
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PROBLEME

Partie |

On consideére la fonction réelle f définie par

X

VxeR f(x)=———.
fx) 1+x+x?

On note (Cy) sa courbe représentative.

1. Etudier le signe de 1+ x +x2. Expliquer pourquoi cela justifie que la fonction est bien
définie sur R.
2. Montrer que

1 1
Vre R f(x) =~ x ——
X 1+;+F

3. En déduire
lim f(x)et lim f(x).
4. Justifier que f est dérivable et que

1-x?

‘v’xeR,f'(x) = m

5. Dresser le tableau de variations de f.
6. Déterminer I'équation de la tangente (T) de (C;) en 0.
7. Montrer que pour tout x € R,

1+x

2
X)—X=—X" X ——/m—.
S 1+ x +x?

En déduire que pour tout x € [—1, +oo[, f(x) < x.

8. Tracer (Cy) et (T). On prétera attention a la position relative des deux courbes. (La
quelle est au dessus de l'autre).
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Partie 1l

Dans cette partie, on étudie la suite (u,,),,cn+ définie par

u
u(l)=1letVneN*,u,.,=f(u,) = ———.
(1) o =F ) = T s
1. Vérifier que
1 1
wmen s(H)=—1 .
! n/ n+l+1
2. En déduire que
1 1
VneN*,f(—)s .
n n+1

w

. Montrer par récurrence que

VneN*,0<u, <

S|~

1SN

. Conclure que (u,,) converge et donner sa limite.

Partie 111 (Bonus)

Théoréme 1
1. Toute suite croissante et majorée converge.
2. Toute suite décroissante et minorée converge.

Dans cette partie, on étudie la suite (v,,),en+ définie par

Un

v(1 :—2etVneN*,v = v,)= —.
() n+1 f( n) 1+Un+Vy%

1. En utilisant une question de la Partie I, démontrer par récurrence que :
Vn=z2,-1<v,<0.

2. Enutilisant une question de la Partie I, montrer que la suite (v, ),,-, est décroissante.

En déduire que (v,,) converge vers un réel £.

4. On admet que si (v,) converge vers un réel ¢, f(¢) = ¢. En déduire la valeur de la
limite £.

5. Montrer par I'absurde que pour tout n € N*, v,, # —1.

o
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