Date : 12 novembre 2025
Durée : 4h

Quelques consignes :

DEVOIR SURVEILLE # 21

* Accordez un grand soin a la présentation et a la rédaction des résultats. Cela, comme
aux concours, sera largement pris en compte dans ’évaluation de la copie. Utilisez le

brouillon!

Traitez les questions dans I'ordre. Encadrez les résultats. Laissez une marge suffisante

pour les points et commentaires. Revenir sur une nouvelle page au début de chaque
grande partie. Numérotez les pages (en indiquant bien le nombre total de pages).

utilisant tout le temps qui vous est proposé.

CALCUL DE SOMMES

Les calculatrices et documents sont interdits.

Il est possible de sauter une question en I'indiquant clairement sur la copie.
Il est vain d’essayer d’arnaquer le correcteur : cela serait séverement sanctionné.
Les devoirs en prépa et les sujets de concours sont longs. Avancez a votre rythme en

Calculer les sommes suivantes :

1.
x (-1
I(:Xz:o 32k '
2.
Y 2(n—-k+1).
k=0
3.

n+2 1
Y ln(l + —).
k=1 k
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Solution

1.
i (-DF i (—1)'6
k= 3 S\ 9
1-(-3)"
= #91) car on reconnait une somme géométrique.
RN}
G
ST 9+1
9 1
== (1-(-37).
10( ( 9)
2.
n n
Y 2ln-k+1)=2) (n—k+1)
k=0 k=0
n+l
=2 ) jenréalisant le changement de variable j = n—k +1
j=1
_2(n+1)(n+2)
- 2
=(n+1)(n+2).
3.

n+2 1 n+2 k +1
In (1 + —) = ln( )
k; k icz=:1 k
n+2

=Y In(k+1)-In(k)
k=1

=1In(n +3) —In(1) par télescopage
=In(n +2).
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-1 Mi,(k-)(k+1)
i (2Kk)? 2" [T, k2
T, (k - DI, (k+1)
2L kIR, k
IS T
- 2n(n))?
_(n-D(n+1)!
—2x2n(n!)?
n+1
= 2n+1n

en réalisant les changements de variablesi =k —1letj=k+1

) en simplifiant les factorielles.

>, In(@)=}%

1<i,j<n i=1j=1

jin(i)

n n

I
—_
=

~—~
o~
—

+1) n
M In(]] ) en utilisant les propriétés du logarithme

2 i=1
= @m(m).

EXERCICES

Exercice 1 Soient

A={(x,y)eR*,x+y—-1=0}etB={(t,1-1),t €R}.

Montrer, par double inclusion, que A = B.

Solution

Montrons que A c BSoitX = (x,y) € A.Onay =1-xdoncX =(x,1-x)doncX e B
(cela se voit en prenant ¢ = x.) Ainsi A c B.

Montrons que B < A Soit X € B, il existe r € Rtelque X = (#,1-¢).Onax € R? et
t+(1-t)—1=0doncX € B. Ainsi BcA.
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Par double inclusion, on a montré que A = B.

Exercice 2 Soit x €]0,1]. On définit les suites (u,,) et (v,) par:
Uy =X
Up=V1-x?
VneN,u,,, = us—v?
vneN,v,,, =2u,v,

On définit ¢ = @ Justifier que ¢ € [0, +oo].
On note o = arctan(t). Justifier que a € [0, 5 [.
Montrer que cos(a)? = x? puis que cos(a) = x.
Montrer que sin(a) = V1 — x2

Montrer que pour tout z € N, u,, = cos(2"a) et v, = sin(2" ).

-l ol

Solution

1. x>0ety1-x2>=0donct =0.
2. t = 0doncarctan(r) € [0, 5.
3.

2
cos“(a) = —————
(o) 1+ tan?(«a)

B 1
C1+12

1

1-x2

x2

x2
x2+1—x?

= x2.

1+

Comme «a € [0, 5[, cos(a) = 0 donc cos(a) = x.

4. sin’(a) =1 -x? orsin(a) = 0 car « € [0, 5[ doncsin(a) = V1 - x2.

5. Par récurrence sur n € N. Linitialisation est conséquence des questions précé-
dentes.
Hérédité. Soit n € N. On suppose la propriété au rang n. On a alors

1, = cos(2"a)? — sin(2"a)? = cos(2 x 2"a) = cos(2"* ).
De méme,

Up+1 = 2008(2”0() Sin(gna) - sin(2 x 2"0() — Sin(2"+1(x),
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La propriété est donc vraie au rang n + 1. Elle est donc vraie pour tout n € N par
principe de récurrence.

Exercice 3 Soit f une fonction d'un ensemble E dans R. Ecrire avec des quantificateurs
les affirmations suivantes.

1. f estconstante égaleal,
2. f prend lavaleur 1 au moins une fois,
3. f prend deux valeurs au plus: 0 et 1.

Pour chacune, donner les négations.

Solution

1. Vx€E, f(x)=1.

2. dx€E, f(x)=1.

3. VxeE, f(x)=0ou f(x)=1.

Exercice 4 Soit x € R un réel qui n'est pas de la forme 2k avec k € Z. On définit une
suite (u;) par u; = sin(jx — ) pour tout j € N.

1. Montrer que pour tout j € N,

X
Ujq — Uj=2sin (5) cos(jx).

2. En déduire la valeur de la somme

i cos(jx).

j=0

Solution
1. Pourtoutj €N,

ey — ;= sin((j +1)x — g) —sin((j+1)x — g)
T X . . X
=sin(jx + E) —sin(jx — 5)
T X . . X T X . . X
= sm(]x)cos(E) + cos(jx) sm(E) — sm(]x)cos(E) —cos(jx) sm(g)

= 2cos(ix)sin(§).
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2. Onsomme la relation obtenue entre j = 0 et j = n+ 1. Par télescopage, on obtient
X n
Upey — Uy = sin(—) Y cos(jx).
2) =
Donc
. x) . (X (X)) ¢ .
sin ((n +1)x - —) —sin (—) =2sin (—) Y cos(jx)
2 2 25
donc

i cos(jx) = sin((n+1)x—%)-sin(%)

X
2
=0 2sin(3)

Exercice 5 Soit f la fonction définie par f(x) =In(33£).

1. Déterminer I'ensemble de définition de f.

2. Montrer que f réalise une bijection de Dy dans R. Déterminer I'expression de la bi-
jection réciproque.

Solution

1. Soit x € R. f est définie en x si et seulement si ;—; >(0cestadiresixe]—1,1[ en
réalisant un tableau de signe.
2. Soit y € R, montrons qu'’il existe un unique x €] - 1,1[ tel que f(x) =y.

1_
= 1 _— =
y f(x)<=>n(1Jr ) y
(:,eyzl__x
1+x

— e’+xer=1-x
— x(e¥+1)=1-¢"

1-¢Y
<~ x= .
1+eY

x est bien unique. Synthese il reste a vérifier que x €]—1,1[ : onapourtout y € R:

1-¢¥
1+eY

1+¢Y
<
1+eY

(par inégalité triangulaire avec deux nombres de signes différents) = 1.

Ainsix €] - 1,1].
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Exercice 6 Soit n € N. On souhaite calculer
n-1 Zl’l
S, = Z(—l)k( . )
k=0
On introduit pour cela

Z(l)()

k=n+1

1. CalculerS, +(-1)"(*")+R,,.
2. Montrer que S, =R,,.
3. En déduire la valeur de S,,.

Solution
1.

S+(1)( )+R—Z(1)( ) (1)() Z(l)()

k=n+1
= Z (—1)’“( kn) par la relation de Chasles
k=0

= (1-1)" par la formule du bindme de Newton
=0

2. Onréalise le changement d’indice i =2n -k <= k =2n-idanslasommeR,,.
— i 1)2n l( 2n )

2n—1i

“len-i

Il
||[\/]=|
f—\
v
QJ
=
—_—
-
S
~———
I
—_
[\
S
~—————

s,,.
3. La question 1 donne 25, = —(—1)"(*") donc

(Zn).

S:_1n+1L
y= (-1

(PETIT) PROBLEME.

Dans tout le probleme, I =]0, g[.
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1. On définit sur I les fonctions f et g par

3sin(x)

| I
f(x)= 5(2 sin(x) +tan(x)) et g(x) = ros(x)'

a) Vérifier que f et g sont bien définies sur I.
b) Les fonctions f et g sont elles paires? impaires?
c) Factoriser le polynome

P(x) =2x3-3x%+1.

Indication : le résultat sera a mettre sous la forme a(x — r,)*(x — 1) pour des réels
a,n,r, adéterminer.

d) On définit une fonction u par u(x) = f(x) — x pour tout x € L. Justifier que u est
dérivable sur I et que

e) En déduire les variations de u sur I.
f) On définit une fonction v par v(x) = x — g(x) pour tout x € I. Trouver un poly-
nome Q(x) de degré 2 (c'est a dire de la forme Q(x) = ax® + bx + c) tel que

Q(cos(x))

Vx € I, U’(X) = m

g) En déduire les variations de v sur I.
h) Montrer que:

Vxel g(x)<x<f(x).

2. a) Calculer - %.
b) En déduire cos(y3), sin(53), tan(73).
¢) En utilisant la question 1.h), en déduire un encadrement de .

Solution

a) Lesdeuxfonctions sont bien définies surI car il estinclus dans le domaine de
tangente. De plus 2+cos(x) est toujours non nul doncil n’y a pas de probleme

pour g.
b) Les deux fonctions sont impaires (calcul facile).
c) 1 estracine évidente de P. On cherche a mettre P sous la forme

P(x) = (x—1)(ax®+ bx +c).
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On doit avoir
2x3-3x%+1=ax3+bx’+cx—ax*-bx—c=ax*+(b-a)x*+(c-b)x—c.
On obtient le systeme

2 =a
-3 =b-a

qui est équivalent a

a =2

b =-3+a=-1

0 —c=—h=-1-1C1)=0
C

Ainsi
P(x)=(x-1)(2x?*-x—-1).

Le trindme du second degré 2x* — x — 1 a pour discriminant A = 1+4 x 2 =

9> 0. Le trindme a donc deux racines
1+3 1-3 -1
n=——=letnp=——=—.

4 4 2

Alors (2x* —x—-1) = a(x —n)(x — 1) =2(x —1)(x + 3). Dés lors
P(x)=2(x-1)(x-1)(x + %) =2(x-1)*(x+ %).

d) u est bien dérivable sur I et est de la forme u(x) = f(x) — x. Donc ¢/(x) =
f'(x)—1. Calculons f'(x):

_ 2cos(x)’+1

cos(x)z) 3cos(x)?

Vxel f'(x)= % (2 cos(x) +

Alors

, 2cos(x)® +1 —3cos(x)?+2cos(x)® +1 P(x)
VxeLu(x)=—""F——-1= = .
3cos(x)? 3cos(x)? 3cos(x)?
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e) u'(x)estdusigne de P(cos(x))donc dusigne de cos(x)+1/2.Surl, cos(x) =
0 donc cos(x) + 1/2 > 0. Ainsi u est strictement croissante sur I

f) v est dérivable sur I et pour tout x € I, v'(x) = 1 — g'(x). g est une fonc-
tion de la forme g; /g, avec g, (x) = 3sin(x) donc g;(x) = 3cos(x) et g&,(x) =

2 + cos(x) donc gy(x) = —sin(x). On a alors g'(x) = gi(x)gz(;z)(_xg)li(x)gl(x). On
obtient
cos(x)(2 + cos(x) + sin(x) sin(x
gL g () — 32+ Cos(x)  sin(x)sin(x)
(2 + cos(x))?
2 cos(x) + cos(x)? + sin(x)?
(2 + cos(x))?
2Ccos +1
= 2ol car cos® +sin? = 1.
(2 + cos(x))?
On obtient

2cos(x)+1

(2 + cos(x))?

_ (2+cos(x))*—6cos(x) -3

B (2 + cos(x))?

_ (4+4cos(x) +cos(x)* —6cos(x) -3

VxelLu'(x)=1-3

(2 + cos(x))?
_cos(x)?—2cos(x) +1
B (2 + cos(x))?

_ (cos(x)-1)*
(24 cos(x))?’

On obtient le résultat voulu avec Q(x) = x> —2x + 1 = (x — 1)
g) Pourtout x €1,

v'(x) = (cos(x) —1)?/(2 + cos(x))? > 0.

Donc v est strictement croissante.

h) Comme u est strictement croissante, pour tout x € I, u(x) > lim,_, u(x).
Or cette limite vaut 0. Donc pour tout x, u(x) > 0, donc f(x) — x > 0. Donc
f(x)>x.

De méme, v(x) est strictement supérieur a sa limite en 0, donc a 0. Donc
pour tout x, v(x) > 0 soit x — g(x) > 0, soit x > g(x).
Ainsi, pour tout x €I,

g(x) <x < f(x).
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b) Par les formules d’addition,
cos(m/12) = cos(m/6—m/4) = cos(m/6) cos(m/4)+sin(n/6)sin(n/4) =

De méme,

sin(m/12) = sin(m/6—m/4) = cos(m/6)sin(m/4)—sin(n/6) cos(m/4) = 73———— F

Finalement

sin(m/12) \/5—1 3
cos(m/12) \/§+1 _2_\/5

en utilisant la quantité conjuguée.
c) On applique I'inégalité avec x = 7. On obtient

tan(m/2) =

g(m/12) < /12 < f(m/12)

donc

36sin(m/12)

12 .
3 (2sin/12) +tan(n/2)) < w < x ST

On remplace les valeurs des fonctions trigonométriques par ce que 'on a ob-
tenu pour obtenir un encadrement.
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