DEVOIR SURVEILLE # 31N

Date : 17 décembre 2025.

ECHAUFFEMENT

Exercice 1 Soit m € R. Résoudre le systeme suivant :

x+y+z =1
x—-y—-z =-1.
3x-y—-z =m

Exercice 2 Déterminer les limites suivantes :

1.
. v/xIn(x) - cos(x)
lim
x—0 x2+1
2.
o nt+n!
lim .
n!+ n!?

EXERCICE A

0 -1 0
On définit a matriceA=|1 2 0
4 4 1

1. Montrer que A®> = 2A — 1.
2. Montrer que A est inversible et donner son inverse.

Solution
On obtient A(A — 2I;) = —I; donc A est inversible est A™' =1, —A.

3. Montrer que pour tout n € N,

A" =nA+(1-n)l;.
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Solution
On raisonne par récurrence sur 7. Initialisation : c’est bien vrai car A° = 1.
Hérédité : soit n € N, on suppose que A" = nA + (1 — n)I;. Des lors
An+1 = A"A

=nA?+(1-n)A

=n(2A-1;)+(1-n)A

=2n+1-n)A-nl,

=(n+1)A-nl;

d’ot1 la proposition au rang suivant.

On considere trois suites, (¢,,) ,en» (Vn) sen €t (Wy) ,en @insi que les matrices colonnes

-1 U,
B=| 1 et,pourtoutneN, X,=| v,
4 Wy,
telles que
1
Xo=1| 2 et,pourtoutn €N, X,,,=AX,+B
3
Uy
4. Calculer les 3 coefficients de la matrice colonne X; = | 1
W
Solution
Il suffit de calculer
X, =AX,+B
0 -1 0)\/(1 -1
={1 2 O0f|2]+]1
4 4 1)\3
=7 -1
=|5|+]1
15
-3
=| 6
19
®
5. Déterminer unréel w telque F=| -1 | vérifie F =AF+B.
3
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Solution

On calcule
0 -1 0\fw -1
AF+B=|1 2 O0}]|-1]+]|1
4 4 1 3 4
1 -1
=lw-2|+|1
40 -1 4
0
=|lw-1
40+ 3

Il suffit de prendre w = 0.
6. Démontrer que pour tout n € N,X,,,; —F=A(X,, - F).

Solution
Soit n € N,

A(X,-F) =AX,, — AF
=Xp+1—B-(F-B)
=Xp1 —F
7. En déduire que pour tout n € N, X, —F=A" (X, - F).

Solution
Par récurrence.

8. Conclure, a I'aide des résultats obtenus dans les deux parties de I'exercice, en expri-
mant le terme général de chacune des suites (¢,,) ,cn » (Vn) en €t (W) ,,cn €D fonction
de n.

ECG 1 - Mathématiques approfondies Lycée Camille Vernet



Solution
Soit n € N,

X, = A"(X,—F) +F
[1A + (1 - n);](X, — F) + F

nA(Xy —F) + (1 - n)(X, — F) + F

0 -1 0)\/(1 1 0
=n|ll 2 O0Of|3|+(1-n)[3]+]|-1
4 4 1)\0 0 3
-3 1 0
=n| 7 |+(1-n)|3|+]|-1
16 0 3
—4n+1
=| 4n+2
l16n+3

Cecinous donne les formules u,, = -4n+1,v, =4n+2,w, = 16n + 3.

EXERCICE B

Dans tout 'exercice, la lettre n désigne un entier naturel non nul. On considére la fonc-
tion f,, définie par:

n
Vxe[0,1],f,(x) =Y kxF=x+2x*+3x3+ ...+ nx"
k=1

1. a) Montrer que f, est strictement croissante sur [0, 1].
Solution
f,, est polynomiale donc dérivable et pour tout x € [0, 1],

fix) =Y k*x*'>o0
k=1

donc f;, est strictement croissante sur [0, 1].

b) En déduire que I'équation f,(x) = 1, d'inconnue x, posséde une seule solution,
notée u,, élément de [0, 1].
Solution

On calcule f,,(0) =0et f,,(1) = @ De plus f,, est continue est strictement
croissante sur [0, 1] donc elle réalise une bijection de [0, 1] vers son intervalle
image [0, n]. Ainsi, 1 admet un unique antécédent dans [0, 1].
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¢) Donner la valeur de u,.

Solution
Il s’agit de résoudre I'équation x = 1 donc u,; = 1.

2. a) Pour toutréel x de [0, 1], exprimer f, ., (x) en fonction de f, (x).

Solution

fo(x) = f,(x) + (n+ D™
b) En déduire que f,,,, (u,) = 1.

Solution

fn+1(un) :fn(un) + (I’l + l)unn+1 =1+ (n + 1)unn+l'

Ainsi, f,,1(u,) = 1.

c) Utiliser les variations de f,,,, pour conclure que la suite (u,,), - €st décrois-

neN
sante.
Solution
D’apres la question précédente,
fn+1(un) = fn+l(un+1)
et comme f,,,, est strictement croissante, u,, = u,,, donc (u, ) est décrois-
sante.

d) Montrer que la suite (u,,),,.y- €St convergente. On note ¢ sa limite.

Solution
La suite est décroissante et minorée par 0 donc elle converge.

3. a) Pourtoutréel x # 1, rappeler la formule donnant }"7_, x* en fonction de x et n.

Solution
n 1 _xn+1
LTt
k=0 1-x

b) En déduire que, pour tout réel x différent de 1, on a I'égalité :

i k1 nx"l —(n+Dx"+1
X =
k=1 (1-x)?
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Solution
En dérivant la relation de la question précédente on obtient

e+ Dx"1-x)+ (1 -x"")  nx™'—(n+1)x"+1
- (1-x)? - (1-x)?

Y kxk-
k=1

c) Donner alors une expression sans symbole X de f,,(x) pour x € [0, 1].

Solution
On déduit que pour tout x € [0, 1],

nx"—(n+1x"+1
x
(1-x)?

fo(x)=x i kx*1 =
k=1

4. a) Déterminer u, puis en déduire que, si n est supérieur ou égala2,ona:0<u, <

1

5
Solution
Il s’agit de résoudre I'équation x +2x? = 1 ce qui donne I'équation du second
degré 2x* + x — 1 de discriminant 9. Le trindme a deux racines : =2 = 1 et

=124 — 1. Ainsi u, = % qui est la seule racine dans [0, 1]. Par décroissance de

(u,) on obtient que pour tout n = 2,0 < u,, < %
b) En déduire lim,,_ . u} etlim,_ . nul.

Solution

Pour tout n > 2, 0 < uj, < (3)" donc, par encadrement ], tend vers 0. De
méme 0 < nuj < nzl,, Or nzl,, tend vers z€ro par croissance comparée, donc
nu, tend vers zéro par encadrement.

¢) Enrevenant ala définition de u,,, montrer, pour n = 2, I'égalité :

> —3u,+1=nu"?—(n+1)ul,

Solution
On évalue la relation obtenue en Q 3.c qui donne

nu' —(n+Dul +1

l=u
" (1_ un)z
donc
2 _ n+2 n+1
1-2u,+u;, =nu,“—(n+u," +u,
donc

1-3u, +u’ =nu'?—(n+1)ul!,
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d) Donner finalement la valeur de ¢.

Solution
On passe a la limite dans la relation obtenue, ce qui donne

02-30+1=¢?>x0-0
donc
/2-30+1=0.

On obtient un trindme du second degré de discriminant 5. Ainsi ¢ = 3+2‘/§ ou

¢ = 3_2\/5 . Le résultat est 3_2‘/5 car c’est le seul compris dans [0, 1].

n EXERCICE C

On considére qu'une population est divisée en deux classes d’age : les enfants et les
adultes. On définit, a tout instant n € N; la taille de la population est enfants notée u,, et
celle des adultes notée v,,. On suppose que iy, v, > 0 et que I’évolution est traduite par
le systéeme suivant (S) :

2
u =%u,+v
VHEN,{ n+1 g{ n 2n )
Un+1 =3Un + 3Un
3!
1. SoitA=| { , |. Calculer A% - %A + %Iz. En déduire que A est inversible et exprimer
9 3

son inverse en fonction de A.

2. On définit P = 33 etD= L ? .
1 -1 o 1

a) Montrer P est inversible et donner une expression matricielle de P™*.
b) Calculer P'AP.

Solution
P IAP=D.

c) Par récurrence sur n € N, montrer que A" = PD"P~L,

Solution

On raisonne par récurrence sur 7. Initialisation. C'est vrai carP"'D"P =1, =
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A°. Hérédité. Soit n € N, on suppose que A” = PD"P~!. Dés lors

An+1AAn
=P 'DPP'D"P
=p~IDp"*1p,

Ainsi la propriété est vraie pour tout n.

b [3HG) 9=
d) Montrer que pour tout 7 € N, A _6( 1_(%)n 3+(%)n_1
Solution
On calcule
= (1 0 1 3+(l)”—1 9_(;)n—2)
A"=P anP:PI p=_ 3 3) '
b 255 S

3. Onsouhaite étudier les suites (u,,) .y €t (v,,) ey SOlutions du systeme (S). Pour cela,

on définit, pour tout 7 € N, le vecteur colonne X,, par X, = (1).

a) Soit n € N. En utilisant le systeme (S), établir un lien entre X,,,,,X,, et la matrice
A définie a la question 1.

Solution
Xn+1 = AXn'

b) En déduire que, pour tout n € N,X,, = A"X,.

Solution
Par récurrence sur n € N.

¢) Soit n € N. Déterminer une expression de u,, en fonction de 7, u, et y,, puis une
expression de v, en fonction de n, u, et y,.

Solution

Ona:
we| _ 1 3+(3)"" 9-(3)"" | [uo
v 6\ 1-(3)" 3+(%)”_1 U
_HE+E)" Dug+(9-3)"u
6| (1-(3)ue+B+(3)" Dy |
ce qui donne des expressions pour u,, et v,,.

d) Que peut-on dire de I'évolution de chaque population au bout d'un temps tres
grand?Y a-t-il extinction/survie/explosion de la population?
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Solution
En passant a la limite on obtient

Uy , 31

lim Un|_ 2 772
7 oy %

n 6 2

Il y a stabilisation de la population.
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“ EXERCICE D

Dans tout I'exercice, a est un réel supérieur a 1 et (u,,) est la suite définie par
uy=letvneN,u,,, =a"".

On définit la fonction f sur R, par
VxeR,, f(x)=a*—x.

1. Montrer que u; = u,.

Solution
uy =1donca; =a=1doncu, = u,.

2. Montrer que (u,,) est croissante.

Solution
On montre par récurrence la propriété P(n) : u, ., = u,. Initialisation. La pro-
priété est vraie au rang 0 d’apres la Q1. Hérédité. Soit n € N, on suppose u,,,; =
u, doncln(a)u,,, =In(a)u, car a = 1 donc e @1 > fM@un gojt ghni1 > ghn
donc u,,,, = u,.,. La propriété est donc héréditaire.
La propriété est donc vraie pour tout n donc (u,,) est croissante.

3. Dans cette question, on suppose a = e.

a) Montrer que f est strictement croissante. Donner le tableau de variations de f.

Solution

f est dérivable par composition et pour tout x = 0, f'(x) = In(a)a* -1 =
In(e)a* -1 =a*—-1> 0 sur ]0,+oo[ donc f est strictement croissante. Ses
limites sont 1 en 0 et +oco en co. En effet : f(x) = a*(1—-x/a*) et x/a* tend
vers z€ro par croissance comparée, alors que a* tend vers +oo.

b) Montrer que f ne n‘annule pas. En déduire que (u,,) tend vers +oo.

Solution

f est strictement croissante et vaut 1 en 0 donc elle ne s’annule pas. De plus
(u,,) est croissante donc elle converge ou tend vers +oo. On suppose par 'ab-
surde qu'elle converge vers ¢, on a alors, par passage 2 la limite, e/¢ = a’
donc f(¢) = 0 ce qui est absurde. Ainsi (u«,,) ne converge pas donc elle di-
verge vers +oo.

4. Dans toute la suite du sujet on suppose que 1 < a < e. Donner le tableau de varia-
tion de f. On vérifiera que f admet un minimum en x* = —% etque f(x*) =
1+In(In(a))

In(a)
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Solution
Il s’agit de résoudre I'inéquation

fl(x)20 < In(a)a*-1=0

x> 1
In(a)
1
<~ In(a)x = ln(ln @ )In( car le logarithme est strictement croissant
—In(1
< In(a)x = —In(In(a)) =x= n( n(\
In(a

On obtient le tableau de variations suivant :
f admet bien un minimum en x* et

f(x*)=.

5. Dans cette question, on traite le cas a = \/E
a) Calculer f(2) et f(4).

Solution
f(2)=v2"-2=2-2=0etf(4)= 2" -4=4-4=0.

b) En déduire le tableau de signe de f et tracer l'allure de sa courbe représentative.
c) Quelestlesignede f(x*)?

Solution

2<x*<4donc f(x*)<0.
d) Montrer que (u,,) est majorée par 2.

Solution

4 o2 qsp s e u 2
Par récurrence. Pour 'hérédité, si u, <2, u,,, = V2 <2 =2,
e) Montrer que (u, ) converge et déterminer sa limite.

Solution

(u,,) est croissante et majorée par 2 donc elle converge vers une limite ¢.
En passant a limite dans la relation de récurrence, on obtient f(¢) = 0 donc
¢ =2 ou ¢ = 4. Comme u, est majorée par 2, ¢ = 2.

6. Montrer que f s'annule si et seulement si a < exp (i)

Quelle est la limite de (u,,) si a > exp(1)?

8. Onseplace dansle cas a < exp (%) Montrer que f s'annule une ou deux fois. Donner
'allure de la courbe représentative de f.

9. On note 7 le plus petit réel positif pour lequel f s'annule. Montrer que (u,,) est ma-
jorée par ¢.

™
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10. En déduire la limite de (u,,).
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