DEVOIR SURVEILLE # OIN

Date : 6 mai 2026

“ EXERCICE 1

On considere deux archers A, et A, qui tirent chacun sur une cible. On suppose de plus
que les tirs des joueurs sont indépendants les uns des autres et qu’a chaque tir, un ar-
cher a une probabilité p €]0, 1] de toucher la cible. Les tirs se déroulent de la fagcon sui-
vante : 'archer A, tire jusqu’a ce qu’il touche sa cible. On appelle X, la variable aléatoire
donnant le nombre de tirs effectués par le joueur A; pour qu'’il touche sa cible pour la
premiere fois. Ensuite, si X; prend la valeur n, 'archer A, effectue 7 tirs en direction de
la cible. On définit alors la variable aléatoire G égale au nombre de fois ot la cible a été
touchée par l'archer A,. On noterag =1 - p.

1.
2.

Reconnaitre la loi de X, . Donner, sans démonstration, son espérance et sa variance.

Lobjectif de cette question est de montrer que, pour k € N et x €] — 1,1[, la série

Y p=k (1)x"* converge vers st

a) Justifier que les séries convergent. On note S, (x) la somme.

b) Calculer S;.

c) Alaide de la formule du triangle de Pascal, montrer que Sy, (x) = xS;.,;(x) +
Sk (x).

d) Démontrer que pour tout k e Netx €] —1,1[, S;(x) = W

3. Soit n € N* et k € N. Déterminer la probabilité conditionnelle Px _,(G = k).
4. Montrer que P(G=0) = %.

Montrer que pour tout k € N*,P(G = k) = ¢! p**! £ (1)¢*" 2. (On pourra utili-
ser le systéme complet d’événement associé a X;.) 5. Etablir al'aide de ce qui précede
que pour tout k € N*,

ke k-1
PG=k)= —T :( T ) !

x .
(1+q)*' \l+gq (1+4g)
6. Montrer que G possede une espérance et que celle-ci vaut 1. Interpréter ce résultat.

“ EXERCICE 2

Les deux questions suivantes sont indépendantes.
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1. Soient E = Vect

X+y+z+t=0
}. Montrer que

€ M4,1(R),{

1
0

, etF={
0 X—-y—z+t=0
1

=~ N < o=

1
2
3
0

M,;)(R) =E+F.

2. Soit n = 2. Déterminer une base de F = {P € R,,[x]P(0) = P'(0) et P'")(0) = P(0)}.

Quelle est la dimension de F? Déterminer un supplémentaire de F.

EXERCICE 3

1. Soit W une variable aléatoire discrete a valeurs entiéres. On introduit la fonction Gy,

définie sur [0, 1], par

Vte[0,1], Gy(t)= JioP(W: n)t".
n=0

a) Justifier que Gyy est bien définie sur [0,1].

b) Montrer que Gy, est croissante sur [0, 1].

c) En déduire I'existence d'un réel ¢ tel que lim,_ ;- Gy (1) = ¢.
d) Montrer que :

m
VmeN*,Vre[0,1[, Y P(W=n)t" <Gy(t) <Gy(l)
n=0

puis que :

m
vmeN*, > PW=n)<?l<Gy(1)
n=0
e) En déduire que Gy est continueen 1.
f) Justifier que, pour tout ¢ € [0, 1[, la série Y ,,-; nP(W = n)t""! est convergente.
On admet que Gy, est de classe €' sur [0, 1[ et que, pour tout ¢ € [0,1] :

+00
Gly(r) =Y nP(W=n)t""!

n=1

g) Montrer que Gy se prolonge en une fonction continue sur [0, 1] si et seulement
si W admet un espérance, et que dans ce cas G{y(1) = E(W).

2. Soit (A,),»; une suite d’évenements mutuellement indépendants.
a) Montrer que, pour tout x € R,ona 1 —x < exp(—x).
b) Montrer que, pour tous entiers m, n vérifiant 1 < n < m,ona:

P( § Ak) < i P(AL).
k=n k=n
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C) Montrer que, pour tous entiers m,n vérifiantl < n < m,ona:
m m
k=n k=n

d) On suppose que la série Y, ., P(A,) diverge.
Montrer que

Pnun)-

m PROBLEME

On considere la fonction f définie par

RRER

Partie |

1. Déterminer le domaine de définition de f.
Dans les questions qui suivent, on note I le domaine de définition de f.

2. Calculer les limites de f aux bornes de son domaine de définition.

Dresser le tableau de variations de f sur I.

4. (a) Déterminer le développement limité a 'ordre 2de f en 0.
(b) En déduire une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point
d’abscisse 0, ainsi que la position relative de la courbe par rapport a sa tangente au
voisinage de ce point.

5. Représenter, dans un méme repere orthonormé, I'allure de la courbe représentative
de f et sa tangente au point d’abscisse 0 .

.

Partie Il

Pour tout entier naturel n non nul et tout réel x, on pose :
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6. (a) Donnerlanaturedelasérie ;.. % (b) Etudier lamonotonie de lasuite (S, (1)), cx--
(c) En déduire que lim,,_., . S,,(1) = +oo.

7. Montrer que, pour tout réel x de | — 1,1, la série Y ;- % converge absolument.

8. (a) Montrer que les suites (S,,(—1)),,cn+ €t (Son41(—1)),cn+ SONt adjacentes.
(b) En déduire que la suite (S, (—1)),,.y- €St convergente.
On admet que lim,,_,, S, (-1) = X% # = —1In(2).
(c) En utilisant la monotonie des suites (S,,,(—=1)),,cn+ €t (Sop41(—1)),,cn+» Montrer
que

VHEN*, |ln(2)+s2n(_1)| SsZn(_l)_S2n+l(_1)

(d) Montrer que, pour tout entier naturel n» non nul, |In(2) +S,,(-1)| < %
9. Dans cette question uniquement, x est un réel strictement supérieur a 1 . (a) Déter-

miner la nature de la série ) ;- % (b) En déduire la limite de la suite (S,,(x)),,cx+-

Pour tout x € [-1,1[, on pose S(x) =lim,,_ .. S,(x) = ;% 7]6

Partie 111

Dans toute cette partie, a désigne un réel fixe dans I'intervalle | — 1, 1[. Pour tout entier
naturel n non nul, on considere I'intégrale notée R,,(a) définie par :

(e (a—-1)"
Rn(a)_fo Tt

On consideére a nouveau la fonction f définie a la Partie I ainsi que la suite (S,,(x)),,5, et
la fonction S définies a la Partie II.

10. (a) Déterminer en fonction de a les valeurs de [i* - dr et ﬁ dr.
(b) Montrer que f(a) = a + R, (a).
Indication : On pourra écrirea—t = (a—1) + (1 —1¢).
11. Montrer par intégration par parties que, pour tout entier naturel » non nul, R,,(a) =

n+l1

?,T + Rn+1 (a)

12. En utilisant les résultats des questions 10b et 11, montrer que, pour tout entier natu-
rel n non nul,

f(a)=S,(a)+R,(a)

Indication : On pourra procéder par récurrence.
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13.

14.
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Dans cette question uniquement, on suppose que a € [0, 1[.

(a) Montrer que pour tout réel ¢ de [0,a],0 < = < a.

(b) Montrer que, pour tout entier naturel 7 nonnul, 0 <R, (a) <
(c) En déduire que f(a) = S(a).

(a) En utilisant les résultats des questions précédentes, justifier que, pour tout entier
naturel n» non nul,

an+l

l1-a -

n

In(2) - kgl oF

1

s_

2n

(b) Ecrire une fonction en langage Python, nommeée Val, prenant en argument eps
désignant le réel € strictement positif, qui renvoie une valeur approchée deIn(2) a €
pres.

(c) Dans la figure suivante sont représentés les tracés des premiers termes des suites

(Sn(3)), cn- €t (=S, (=1)),,c+- Identifiez les suites dans cette figure.

104 +

0.9+

0.8 4

0.7

0.6 1

0.5 1 +

0.0 2.5 3.0 1.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
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