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TD 10 - Calcul matriciel

CALCUL MATRICIEL

Exercice 1 Calculer les produits matriciels suivants A x B

avec

12 7

e[} Yen=(]
1 -4 11 1

A=la 2)6”3‘(0 -3 2)
1 -4

A=[-1 2 etB:(j ‘11)
2 2

Exercice 2 SoitneN*etX =
xn

Lycée Camille Vernet

1. A quels ensembles appartiennent respectivement ‘XX
etX’X?
2. Les calculer.

Exercice 3 Soient

1 3 2 4 21 j _31
A=[-5 2 -1 3 |etB=

Lo 2 7 4 12 6

0 -2 -3

1. Calculer les matrices AB et BA.
2. Calculer (AB)?.

Exercice 4 Soient A et B deux matrices dans M,,(R) qui
commutent. Montrer que pour tout k € N,

(A+B)F = i (’;)AjBk‘j.

j=0

Application : si
11
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calculer pour tout entier k, A¥ en décomposant A comme
la somme de deux matrices qui commutent.

Exercice 5 Soit n € N. On définit les matrices élémen-
taires de M,,(R) (notées E, ;) qui ont des zéros sur tous
leurs coefficients sauf le coefficient de coordonnées (i, j)
qui vaut 1.

Pour tout (i, ) et (k, £), calculer le produit E; ; x Ey .

Exercice 6 Soit A € M,,(R) la matrice contenant unique-
ment des 1.

1. Calculer pour tout k € N,A*.
2. En déduire une formule pour (AI,, +J)* a 'aide du bi-
nome de Newton.

) ) 31 1 1
Exercice 7 Sth—(1 3) etP—(1 _1).

Montrer que P est inversible et calculer P~*.
Montrer que P~'MP est une matrice diagonale D.
En déduire que pour tout entier n, D" = P"!M"P.
En déduire une formule pour M".

LN

0 0 O
-2 1 -1}.
2 0 2

Exercice 8 SoitA =

Lycée Camille Vernet

1. Soit P(x) = x® — 3x? + x. Calculer P(A).

2. Soit n € N. Déterminer le reste de la division eucli-
dienne de x" par P.

3. En déduire une formule pour A”.

Exercice 9 Montrer, par analyse synthése, que toute ma-
trice carrée s’écrit de fagon unique comme somme d’'une
matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique.

Exercice 10 On cherche a calculer pour tout € N,

S o

1
2
0

[\CRN i )

Calculer les premiers termes. Conjecturer une formule a
démontrer par récurrence.

Exercice 11 Commutant d'une matrice diagonali-
sable. Exercice treés classique!

1. Soit D € M,,(R) une matrice diagonale a coefficients
distincts. Déterminer toutes les matrices qui com-
mutent avec D.

2. Montrer que I'ensemble trouvé est égal a

{Q(D),Q e R[x]}.
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3. On dit que A et B deux matrices de M, (R) sont sem-
blables s’il existe une matrice inversible P telle que
P'AP = B. Soit C € M,,(R). Montrer que C commute
avec A si et seulement si P~'CP commute avec B.

4. On dit qu'une matrice M est diagonalisable si et seule-
ment si il existe une matrice inversible P et une matrice
diagonale D telle que P"'MP = D.

5. Soit M une matrice diagonalisable. Montrer que pour
tout k € N, M¥ = PD¥P1,

6. Déterminer les matrices qui commutent avec M.

7. Montrer que I'ensemble trouvé est égal a

{Q(M),Q e R[x]}.

MATRICES INVERSIBLES

Exercice 12 Les matrices suivantes sont-elles inver-
sibles? Si oui, calculer leur inverse.

2 2 2 6 11 7
a=i 1) e85 o= (5 )

Exercice 13 Montrer qu'une matrice (2,2) est inver-
sible si et seulement si ses colonnes sont non proportion-
nelles.

Lycée Camille Vernet

Exercice 14 Les matrices suivantes sont-elles inver-
sibles? Si oui, calculer leur inverse.

7 -2 2 7 1 6 1
A=|0 6 1| B=|-3 -5 3 c:( L i1
1 3 -10 2 1 -10

Exercice 15 A l'aide de l'algorithme du pivot de Gauss,
montrer que tout matrice A € M,,(R) telle que

VielnlA;l> > 1Ayl

n
J=1j#i
est inversible. (On dit qu'une telle matrice est a diagonale
dominante).

Exercice 16 On dit qu'une matrice A € M,,(R) est nilpo-
tente si et seulement si il existe un entier k tel que A* = 0,,.
Soit A une telle matrice

1. Expliquer pourquoi il existe un plus un plus petit entier
mtelque A™ =0,,.

2. Montrer quel, —A estinversible. On pourra considérer
la matrice

m-1
B= ) A
j=0
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COMPLEMENTS

Exercice 17 Soit A € M, (R) une matrice telle qu'il existe
B € M,,(R) nonnulle telle que AB = 0,,. Montrer que A n’est
pas inversible.

Exercice 18 On dit qu'une matrice M € M, (R) est sto-
chastique sila comme de ses coefficients sur chaque ligne
vaut 1 et si chacun de ses coefficients est positif. Montrer
que le produit de deux matrices stochastiques et une ma-
trice stochastique.

Exercice 19 SoitA = a

0 Z) Déterminer'ensemble {M €

M, (R),AM = MA}.

Exercice 20 Soient A et B dans M,,(R) des matrices nil-
potentes (M est dite nilpotente s'il existe k € N,M* = 0)
qui commutent.

1. Montrer que AB et A + B sont nilpotentes.

2. Montrer que A et B ne sont pas inversibles.

Exercice 21 On définit la trace d'une matrice M € M,,(R)

Lycée Camille Vernet

par
n
Tr(M) = ) My .
k=1

1. Montrer que pour tout A,B € M, (R), Tr(A + AB) =
Tr(A) + A Tr(B).

2. Montrer que pour tout A,B € M,,(R), Tr(AB) = Tr(BA).

3. Montrer que pour tout matrice P € M, (R) inversible,
Tr(P~'AP) = Tr(A).

4. Montrer que pour tout A € M, (R), Tr(A‘A) = 0 et
Tr(A'A)=0 < A=0,.

Exercice 22 SoitA,B e M, (R)? telles que AB—BA = A.

1. Montrer que Tr(A) = 0.
2. Montrer que A n'est pas inversible.
3. Montrer que pour tout k € N*,

AFB — BAF = kA,

. } 1 6 3 -2
Exercice 23 SoitA = (1 O) etP= (1 1 )

1. Calculer A*> - A
2. En déduire que A est inversible et exprimer son inverse
en fonction de A et I,.
. Démontrer que P est inversible et calculer son inverse.
4. Montrer que P~'AP est une matrice diagonale a déter-
miner.

w
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o

10.

11.

Montrer que pour tout entier naturel n, A" = PD"P!,
Donner l'expression explicite de A”.
On considére maintenant la suite (u,,) définie par :

1
u0=—§,u1=1
VneN,u,,» =u,,, +6u,+3

Calculer les premiers termes de la suite.

u 3 .
”“) etB = ( )Vénﬁer
u, 0
que pour tout entier naturel nona:X,,; =AX, +B.

Dans la suite du sujet, X,, = (

Résoudrel’équation AY+B =Y, d'inconnue Y = ( ; ) €

M, (R). On notera L la matrice solution obtenue.
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n
ona:

X, =A"(X,-L)+L.

Déduire des questions précédentes que pour tout en-
tier naturel nona:

3 .. n 1
ty = = (3" = (-2)") = 3.

Exercice 24 SoitM = ( 0 2).

1.

Lycée Camille Vernet

-1 3

Soit P(x) = x* — 3x + 2 un polyndme. Montrer que
P(M) = 02.

On suppose que pour tout 7z € N, il existe un polyndme
R(x) = a,,x+b,, de degré strictement inférieur a 2 et un
polynéme Q,, tels que

x" =Q,(x)P(x)+R(x).

En utilisant les racines de P déterminer a,, et b,,.

. En déduire une formule pour M".

Exercice 25 On définit deux suites par

1 1
On définit A = (_1 4) et pour toutn € N, X,, = (Llj")

1.

Upii =Uy + Uy

uozvozlet‘v’neN,{

Up+1 =—Uy +4Un

n

Montrer que pour tout n € N,X,, = A"X,.

2. Montrer que A? = 5A — 51,.

o e

. Montrer qu'’il existe deux suites a,, et b, telles que

VneN,A" =a,A+Db,l,
et qu’elles vérifient la relation de récurrence
a,,, =5a,+b,eth,,, =-ba,.

Déterminer ay, by, a,, b; .

. Montrer que pour tout n € N,

Apyo = 30py1 =30y,
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6. Déterminer une expression explicite pour la suite a,, et
la suite b,,.

7. En déduire une formule pour A”.

8. En déduire une formule pour u,, et v,,.

Lycée Camille Vernet ECG 1 - Mathématiques Approfondies
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